
Lévy型過程

— 特に Jump型過程について —

上村稔大 （関西大学システム理工学部）

この予稿は，飛躍型の Lévy型過程の基本的事項と，その構成を，主に生成作用素からの構成
という立場で論じたもので，2010年度『確率論ヤングサマーセミナー』用に作成したものであ
る．前半は，著者の理解のもとでの Lévy過程の様々な特徴付けを述べた．後半では，Dirichlet

形式を用いた純飛躍型Markov過程の構成と，その標本路のいくつかの性質について紹介する．
従って，Lévy 型過程に関して，この分野の研究を網羅的に解説したものではないことを予めお
断りしておく．

1 イントロダクション： Lévy 過程の定義とその特徴付け

時間と共に変化する偶然現象を数学的にモデル化したものが確率過程であるが，その中でも

Lévy 過程は，最も基本的なもののクラスである．ブラウン運動・ポアソン過程・安定過程はすべて

Lévy 過程の典型例である．いずれも，独立増分であり，空間一様性をもつ確率過程となっている．

詳しく言うと，M= {Xt}t≥0 が確率空間 (Ω,M,P) 上で定義された Rd を状態空間とする Lévy

過程であるとは，次の四つの条件を満たすときをいう：

(i) 標本路 t 7→ Xt は右連続で，左極限を P-a.s. でもつ．

(ii) P(X0 = 0) = 1.

(iii) 0 ≤ s ≤ t に対して，Xt −Xs と Xt−s は同じ分布をもつ.

(iv) 0 ≤ s ≤ t に対して，Xt −Xs は {Xu : 0 ≤ u ≤ s} とは独立である.

さて，この定義だけからは，Lévy過程がどの程度の広いクラスを (確率過程の族の中で)形成
しているのかは自明ではない． そこで，この節では Lévy過程を特徴付けるいろいろな概念を用

意し，Lévy過程のもつ様々な性質を見ていくこととする．そうして，Lévy過程が実に多くの顔を

もつ確率過程であることを確認した後，その特徴付けの一つを通じて拡張される Lévy型過程 (こ
こでは，特にジャンプ型の Feller過程)について説明を行うつもりである．

1.1 無限分解可能分布 (Infinitely divisible distribution)

Rd 上の分布 µ が無限分解可能分布であるとは，任意の n ∈ N に対して，適当な分布 µn が存

在して，

µ = µn∗n
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が成り立つときをいう．ここで，µn∗n は µn の n 個のたたみ込み (n-fold convolution)を表す：

νn∗(B) := ν(n−1)∗ ∗ ν(B) :=
∫∫
Rd×Rd

1B(x+ y)ν(n−1)∗(dx)ν(dy), ν1∗(B) := ν(B), B Borel.

次の定理により，Lévy過程が無限分解可能分布で定義されることがわかる．詳しい Statement
とその証明は，佐藤 [39]及びその英訳 Sato [40]に詳しい：

定理 1.1 X= {Xt} を Lévy過程とする．任意の t ≥ 0 に対して，Xt の法則は無限分解可能分

布である．逆に，µ を無限分解可能分布とすると，適当な Lévy過程 X= {Xt} が存在して，µ が
X1 の法則となるように出来る．

実際に，無限分解可能分布と Lévy 過程とはどのように結びつくのであろうか．ここでは，Lévy

過程の定義を用いることによりそれが見て取れることを簡単に説明しておこう．

任意の n ∈ N に対して，X0 = 0 P-a.s. に注意すると，

Xt = (Xt/n −X0) + (X2t/n −Xt/n) + (X3t/n −X2t/n) + · · · + (Xt −X(n−1)t/n) (1.1)

である． 右辺は n 個の独立同分布の確率変数の和であるから，X1 の分布を µ とおくと，Xk/n

の分布は µ(k/n)∗ = µ(1/n)k∗ であることがわかる1．よって，あとは t を有理数で上から近似する

ことと， Lévy過程の右連続性とを用いることにより，その極限として µt∗ が定義されることがわ

かると同時にそれが Xt の法則となる事がわかる．よって，µ が無限分解可能分布であることがわ

かる．逆に 無限分解可能分布 µ から Lévy過程の構成は，Kolmogorovの拡張定理を援用すること

でなされる．

1.2 特性指数 (characteristic exponent)

特性指数と呼ばれる関数を定義する前に，正定値関数 (nonnegative definite functions)につい

て，先に説明しておく．これは，すぐ述べるが，有界な測度の Fourier変換として表される関数と

して特徴付けられる．また，確率論においては，正定値関数は多くの場合，法則の特性関数とし

て現れる．

関数 ϕ : Rd −→ C が正定値 (nonnegative definite)であるとは, 任意の m ∈ N 及び任意の
ξ1, ξ2, . . . , ξm ∈ Rd に対して，

m∑
j,k=1

ϕ(ξj − ξk)λjλk ≥ 0, for ∀ λ1, λ2, . . . , λm ∈ C (1.2)

が成り立つときを言う．

注意 1.1 正定値関数の集合全体は，凸錐 (convex cone)となっている．また，各点収束の位相で

閉じていることがわかる．さらに，連続な正定値関数の全体を考えれば，局所一様収束の位相で

閉じていることが示される．ϕ が正定値であれば，ϕ, Reϕ はどちらも正定値である．

正定値関数に関しては，次の Bochnerの結果が基本的である．
1分布 µ に対して，その特性関数を µ̂ と表し，すべての t に対して，µ̂(ξ)t を µ̂(ξ)t := exp

(
t log µ̂(ξ)

)
によって定

義する．もし µ̂(ξ)t がある分布の特性関数であるとき，その分布を µt∗ と書くことにする．
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定理 1.2 (Bochner) 連続な関数 ϕ : Rd −→ C が正定値であるための必要十分条件は，それが適
当な Rd 上の有界測度 µ の Fourire変換となっていることである：

ϕ(x) = µ̂(x)
(
= Fµ(x)

)
:= (2π)−d/2

∫
Rd

e−i〈x,ξ〉µ(dξ), x ∈ Rd.

従って，特に Rd 上の分布の Fourier変換は常に正定値関数となる．

定義 1.1 関数 ψ : Rd −→ C が負定値 (negative definite) であるとは， 任意の m ∈ N 及び
ξ1, ξ2, . . . , ξm ∈ Rd に対して，

m∑
j,k=1

(
ψ(ξj) + ψ(ξk) − ψ(ξj − ξk)

)
λjλk ≥ 0, for ∀ λ1, λ2, . . . , λm ∈ C (1.3)

が成り立つときを言う．

次の定理が示すように負定値関数は，単に正定値関数の記号を変えただけのものではない．

定理 1.3 任意の関数 f : Rd −→ C に対して，次の条件はすべて同値である．

(i) f は負定値．

(ii) f(0) ≥ 0, f(x) = f(−x), かつ任意の m ∈ N, ξ1, ξ2, . . . , ξm ∈ Rd 及び λ1, λ2, . . . , λm ∈ C
に対して，

m∑
j=1

λj = 0 =⇒
m∑

j,k=1

f(ξj − ξk)λjλk ≤ 0.

(iii) f(0) ≥ 0 かつ，任意の t ≥ 0 に対して，ξ 7→ e−tf(ξ) は正定値関数．

注意 1.2 上の定理における (ii)-(iii)の同値性の主張は Schoenbergの定理と呼ぶこともある．

定理における条件 (ii)の系として，次が成り立つことがわかる：

系 1.1 φ : Rd −→ C を正定値関数とすると，ξ 7→ φ(0) − φ(ξ), ξ ∈ Rd は負定値関数である．

例 1.1 以下の関数はすべて Rd 上の負定値関数となる．

(i) ξ 7→ constant (ii) ξ 7→ i`·ξ (iii) ξ 7→ ξ·Qξ (iv) ξ 7→ 1−ei〈y,ξ〉 (v) ξ 7→ 1−cos(〈y, ξ〉)

ただし `, y ∈ Rd であり Q は正定値の d 次の実正方行列を表す．上の定理により，次の関数も負

定値であることもわかる：

(vi) ξ 7→ |ξ|α, (0 ≤ α ≤ 2) (vii) ξ 7→ log(1 + |ξ|2)

以上の準備により，無限分解可能分布に対する特性指数が定義される．

定理 1.4 µ を無限分解可能分布とすると，負定値の連続関数 ψ : Rd −→ C で，

ψ(0) = 0,
∫
Rd

ei〈x,ξ〉µ(dx) = e−ψ(ξ), ξ ∈ Rd

を満たすものがただ一つ存在する．この負定値関数 ψ のことを µ の特性指数 (characteristic expo-

nent)という．また，µ1, µ2 を共に無限分解可能分布とし，ψ1, ψ2 をそれぞれの特性指数とする．

このとき，µ1 と µ2 のたたみ込み µ1 ∗ µ2 は再び無限分解可能分布であり，更にその特性指数は

ψ1 + ψ2 で与えられる．
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さて，Lévy過程 X= {Xt} に対して，各 Xt の法則は無限分解可能分布であった. そこで，

ψt(ξ) = − log E
[
ei〈ξ,Xt〉

]
, t ≥ 0

とおけば，(1.1)より任意の自然数 m,n について

mψ1(ξ) = ψm(ξ) = nψm/n(ξ), ξ ∈ Rd

が成り立つことがわかり，従って，任意の t ≥ 0 について

− log E
[
ei〈ξ,Xt〉

]
= ψt(ξ) = tψ1(ξ) = −t log E

[
ei〈ξ,X1〉

]
= − log

(
E

[
ei〈ξ,X1〉

])t
, ξ ∈ Rd.

一方，X1 の法則は µ であり，更に µ の特性指数を ψ としていることから，結局

E
[
ei〈ξ,Xt〉

]
=

(
E

[
ei〈ξ,X1〉

])t
=

(∫
Rd

eit〈ξ,x〉µ(dx)
)t

= e−t ψ(ξ), t ≥ 0 (1.4)

が成立する．すなわち，Lévy過程 X= {Xt} の特性関数は，すべて X1 の特性指数で表現できる

ことがわかる2．

定義 1.2 以下，X1 の法則の特性指数 ψ(ξ) を，Lévy過程X= {Xt} の特性指数 (characteristic

exponent)と呼ぶことにする．

特性指数は次の Lévy-Khintchine公式と結びついて初めて無限分解可能分布におけるその役割

の重要性が浮かび上がってくる．実際は，特性指数は無限分解可能分布の研究の出発点となってお

り，無限分解可能分布に対応する特性指数のクラスを決定しているのである (see e.g., [27, 12, 18]).

定理 1.5 (Lévy-Khintchine) 関数 ψ : Rd −→ C が無限分解可能分布 µ の特性指数であるための

必要十分条件は，適当な a ∈ Rd, d 次の正定値正方行列 Q 及び
∫

(1 ∧ |h|2)Π(dh) <∞ を満たす

Rd − {0} 上で定義された測度 Π が存在して，

ψ(ξ) = i〈a, ξ〉 +
1
2
ξ ·Qξ +

∫
Rd

(
1 − ei〈ξ,x〉 + i〈ξ, x〉1|x|<1

)
Π(dx), ξ ∈ Rd

を満たすように出来るときである．

上の定理に出てくる a ∈ Rd,正定値正方行列 Q及び測度 Πの組 (a,Q,Π)はLévy characteristics

と呼ばれている． 特に Π を Lévy測度，Q を Gaussian coefficientあるいは拡散係数と呼び，確率

論における意味づけを有する． a ∈ Rd に関しては，研究者により少しずつ異なった表示が用いら

れることがある．実際，cut-off 関数として，ここでは 1|x|<1 を用いているが，(1 + |x|2)−1 を採

用する研究者もいる．その際には，Lévy測度や拡散係数は変わらないが，a が次の a′ に変化する

ことに注意する必要がある：

a′ = a+
∫
Rd

x
( 1

1 + |x|2
− 1|x|<1

)
Π(dx).

2この議論は，もちろん，もう少し正確にのべる必要があり，しかるべき正当化が必要である (see: 脚注 1)．
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1.3 空間に一様な推移確率 (temporary homogeneous transition probabilities)

さて，X= {Xt} を Lévy過程とするとき，各 t ≥ 0 に対して，再びXt の法則を µt と表す：

µt(B) := P(Xt ∈ B), B ∈ B(Rd). (1.5)

分布の族 {µt : t ≥ 0} は次の意味で連続なたたみ込みの半群となる：

µs ∗ µt = µt+s, lim
t↓0

∫
Rd

f(x)µt(dx) = f(0), f ∈ Cb(Rd). (1.6)

但し，Cb(Rd) は Rd 上で定義された有界連続関数全体を表す．

実際，Lévy過程の定義の条件 (iv)より，任意の s, t ≥ 0 に対して，Xt+s−Xs は Xs と独立で

あるから

µt+s(B) = P(Xt+s ∈ B) = P
(
Xs + (Xt+s −Xs) ∈ B

)
= µs ∗ µt(B)

が成り立つ．また f を Rd 上の有界連続関数とする．任意の ε > 0 に対して，δ > 0 を

|x| < δ =⇒ |f(x) − f(0)| < ε

を満たすようにとり，さらに M := supx∈Rd |f(x)| とおくと，∣∣∣∫ f(x)µt(dx) − f(0)
∣∣∣ ≤ ∫

|x|<δ

∣∣f(x) − f(0)
∣∣µt(dx) + 2MP(|Xt| ≥ δ) < ε+ 2MP(|Xt| ≥ δ)

であるから，Lévy過程の条件 (ii)から

lim sup
t↓0

∣∣∣∫ f(x)µt(dx) − f(0)
∣∣∣ ≤ ε

が成り立つ．ゆえに，ε > 0 は任意だったから， {µt : t ≥ 0} の連続性がわかる．
また，X= {Xt} の有限次元分布，すなわち，n ∈ N 及び 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tn に対する

(Rd)n+1-値確率変数 (Xt0 , Xt1 , . . . , Xtn) の分布が，次式のように {µt : t ≥ 0} を用いて表される
ことがわかる：∫

Ω
f(Xt0 , Xt1 , . . . , Xtn)dP =

∫
(Rd)n+1

f(x0, x0 + x1, x0 + x1 + x2, . . . , x0 + · · · + xn)

µ0(dx0)µt1−t0(dx1)µt2−t1(dx2) · · ·µtn−tn−1(dxn).

(1.7)

逆に，Rd 上の分布の族が連続なたたみ込み半群 {µt : t ≥ 0} を与えると，それによって，有限次
元分布が (1.7)で与えられるような Lévy過程を構成することが出来る（佐藤 [39]参照）．

1.4 たたみ込み半群 (Convolution semigroups)

f を有界な連続関数とする．各 t ≥ 0 に対して，

ptf(x) :=
∫
Rd

f(x+ y)µt(dy) (1.8)

と定義すると，次を満たすことがわかる：
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(sm1) (semigroup property) ptpsf = pt+sf ,

(sm2) (continuity) limt↓0 ptf = f, f ∈ Cb(Rd).

また，µt が Xt の法則，すなわち Rd 上の分布であることから，

(sm3) (contraction property) ‖ptf‖∞ ≤ ‖f‖∞

を満たす．また特に {µt : t ≥ 0} は連続なたたみ込み半群であるから，

(sm4) (translation invariance) τxptf = pt(τxf), x ∈ Rd, f ∈ Cb(Rd)

が成り立つことがわかる．ただし，任意の関数 u 及び x に対して，τxu(y) = u(y − x) である．

逆に，C∞(Rd) 上の作用素の集合族 {pt : t ≥ 0} が (sm1)-(sm4)を満たせば，それは Rd 上の

漠連続（関数解析では，weak-∗continuousの意味）な sub-probability の族 {µt : t ≥ 0} を用いて，
(1.8) の形で書けることが知られている (see [26, 45])．また，特にその半群は Feller半群であるこ

とが知られている：

pt : C∞(Rd) −→ C∞(Rd), t ≥ 0,

ただし，C∞(Rd) は，無限遠で退化する連続関数全体を表す (これは一様ノルムの位相で Cb(Rd)
の閉部分空間となっていることに注意する)． 実際 f ∈ C∞(Rd) をとる．任意の ε > 0 に対して，
K > 0 を

|x| ≥ K =⇒ |f(x)| ≤ ε

を満たすように取る．一方，各 t ≥ 0 に対して，µt は Rd 上の分布であることから，µt は tight で
ある．十分大きい L > 0をとると，µt(|x| ≥ L) ≤ εと出来る．すると |x| ≥ R+L及び |x+y| < R

満たす x, y に対しては |y| ≥ |x| − |x+ y| ≥ (R+L)−R = L となる．よって，|x| ≥ R+L に対

して，

|ptf(x)| ≤
∫
|x+y|≥R

|f(x+ y)|µt(dy) +
∫
|x+y|<R

|f(x+ y)|µt(dy)

< ε · µt(B(x;R)c) +
∫
|y|≥L

|f(x+ y)|µt(dy)

≤ ε+ ε · ‖f‖∞ = (1 + ‖f‖∞)ε

となり，Feller性がわかる．

ところで，Bochnerの定理，Schoenbergの定理及び特性指数の性質を組み合わせることにより，

次の定理を得る：

定理 1.6 連続な正定値関数 ψ と，強連続な sub-Markovな convolution semigroup {pt : t ≥ 0} の
間には１対１の関係が存在する．その対応は

F−1µt(ξ) = (2π)−d/2e−tψ(ξ), ξ ∈ Rd.

として与えられる．ただし，

ptf(x) =
∫
f(x+ y)µt(dy), x ∈ Rd, F−1µt(ξ) =

∫
Rd

e−i〈ξ,x〉µt(dx), ξ ∈ Rd.

である．
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1.5 Lévy過程と関連する線形作用素

ここでは，これまで見てきた Lévy過程の直接的な見方を少し異なる側面から捉えることにす

る．そのために，記号を用意する．

Banach空間 (B, || · ||) 上で定義された有界線形作用素の族 {Tt}t≥0 がB 上の 1径数半群 (one-

parameter semigroup)とは，T0 = Id （恒等作用素）かつB 上で条件 (sm1)：

TtTs = TsTt = Ts+t

を満たすときを言う．ここで，1径数半群 {Tt} が強連続 (strongly continuous)であるとはB 上で

(sm2)を満たすこと，すなわち，

lim
t↓0

||Ttu− u|| = 0, u ∈ B

が成り立つときを言う3．また，条件 (sm3):

||Ttu|| ≤ ||u||, u ∈ B

を満たすとき，縮小半群 (contraction semigroup)という．

強連続な 1 径数半群 {Tt}t≥0 が与えられたとき，その生成作用素 (infinitesimal generator)

(A,D(A)) は次の様に定義される：

Au := lim
t↓0

Ttu− u

t
=

d

dt
Ttu

∣∣∣
t=0

, u ∈ D(A) :=
{
u ∈ B : lim

t↓0

Ttu− u

t
exists strongly

}
.

生成作用素は B 上稠密に定義された (densely defined)，一般には非有界な閉線形作用素となる．ま
た縮小性より，次の消散性 (dissipative property; accretive または monotoneともいう) が成り立つ：

||λu−Au|| ≥ λ||u||, λ > 0, u ∈ B.

ところで，B = Cb(Rd) または B = C∞(Rd) の場合には，A が最大値原理 (positive maximum

principle)を満たせば，A の消散性は導かれる：

u ∈ D(A), u(x0) = sup
x∈Rd

u(x) ≥ 0 =⇒ Au(x0) ≤ 0.

実際，u ∈ D(A) 及び λ > 0 をとると，ある x0 ∈ Rd で |u(x0)| = ‖u‖∞ ≥ 0 となる．このとき，
u(x0) ≥ 0 としてよい (そうでなければ，u の代わりに −u を考えよ）． すると，最大値原理によ
り Au(x0) ≤ 0 である．すると

‖λu−Au‖∞ ≥ λu(x0) −Au(x0) ≥ λu(x0) = λ‖u‖∞

となり，消散性が満たされることがわかる．

Hille-Yosidaによる半群の理論は，線形作用素 A が，上で述べた強連続な縮小作用素の生成作

用素となるための必要十分条件を与えるものである：

定理 1.7 (Hille-Yosida) Banach 空間 B 上の線形作用素 (A,D(A)) が可閉で，その閉包 Ā が強連

続な縮小半群の生成作用素となるための必要十分条件は次で与えられる：
3強連続な１径数半群のことを C0-semigroup と呼ぶこともあるが，これは “Cesàro summable of order 0”を省略化

したものである (see [16]).
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(a) D(A) は B の稠密な部分空間である．

(b) A は消散作用素である．

(c) ある λ > 0 について，λ−A の値域が B において稠密な部分集合である．

また，B = C∞(Rd) として考えた場合，上の定理は更に次の様になる：

系 1.2 (Hille-Yosida-Ray) Banach空間 C∞(Rd) 上の線形作用素 (A,D(A)) が可閉で，その閉包 Ā

が強連続で，正値な縮小半群の生成作用素となるための必要十分条件は次で与えられる：

(a) D(A) は C∞(Rd) の稠密な部分空間である．

(b) A は最大値原理を満たす．

(c) ある λ > 0 について，λ−A の値域が C∞(Rd) において稠密な部分集合である．

ここで，半群 {Tt} が正値 (positive or positivitiy preserving)であるとは，

u ∈ C∞(Rd), u ≥ 0 =⇒ Ttu ≥ 0, t ≥ 0.

を満たすときを言う．

定義 1.3 C∞(Rd) 上の強連続で，正値な縮小半群 {Tt}t≥0 を Feller半群 (Feller semigroup)と呼

ぶ．Feller半群の生成作用素のことを，Feller作用素 (Feller generator) と呼ぶこともある.4

ここで，Feller半群がなぜ，確率過程の構成に有効に働くかというと，Rieszの定理により，そ

れが積分表示出来ることにある：

定理 1.8 {Tt : t ≥ 0} を Feller半群とする．すると，[0,∞) × Rd × B(Rd) 上に sub-probability
核の集合族 {pt(x, dy)} が一意的に存在して，

Ttu(x) =
∫
Rd

u(y)pt(x, dy), u ∈ C∞(Rd), t ≥ 0, x ∈ Rd

を満たすように出来る．更に，次の Champman-Kolmogorovの公式が成り立つ．

pt+s(x,A) =
∫
Rd

pt(y,A)ps(x, dy), A ∈ B(Rd), t, s,≥ 0, x ∈ Rd.

また Feller半群が平行移動不変性 (sm4)を満たせば，上の定理で現れる核 pt は空間一様性：

pt(x,B) = pt(0, B − x), B ∈ B(Rd), t ≥ 0, x ∈ Rd,

を満たすことがわかる. 従って，pt(0, dx)はたたみ込み半群となる. 但し，B−x = {y−x : y ∈ B}.

強連続な 1径数半群が与えられれば，一つのアプローチとして Feller性を確認することにより，

sub-probability 核を構成することが出来る．しかも，それが マルコフ過程 (Markov process，詳

しくは強マルコフ過程)の推移関数として実現できることが知られている (例えば，[10, 17]等を見
4Feller 性の概念は，本により少しずつ異なる．ここで定義した Feller半群を [37, III.6]では，Feller-Dynkin半群と

呼んでいる．代わりに推移半群 {pt} が pt : Cb −→ Cb を満たすとき，{pt} を Feller半群と呼んでいる．
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よ)．また，そのような半群であれば，Hille-Yosida-Rayの定理により，その生成作用素 (A,D(A))
は，C∞(Rd) 上の最大値原理を満たす閉作用素であることがわかる．コンパクト台をもつ滑らか
な関数全体 C∞

0 (Rd) を A が芯 (core)5として持てば，更に A は次の表示を持つことが示される

(例えば，[13], [29, vol.1, Theorem 4.5.21])：

定理 1.9 (Courrége) C∞
0 (Rd) が線形作用素 A の芯であり，A がもし D(A) において最大値原

理を満たせば，適当な関数 aij , bj , c : Rd −→ R 及び Rd × B(Rd) 上の核 ν で，

c(x) ≤ 0,
d∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ 0, x, ξ ∈ Rd

を満たし，また c 及び bj は連続関数であり，

x 7→
d∑

i,j=1

aij(x)ξiξj

は上半連続なものとして取れ，任意の u ∈ C∞
0 (Rd) に対し，

Au(x) =
d∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
(x) +

d∑
i=1

bj(x)
∂u

∂xj
(x) + c(x)u(x)

+
∫
Rd

(
u(y) − u(x) −

d∑
j=1

∂u

∂xj
(x)(yj − xj)1B(1)(y − x)

)
ν(x, dy)

(1.9)

満たすものが存在する．

とくに AがFeller generatorならば擬微分作用素 (pseudo differential operator)であることもわかる：

定理 1.10 (Courrége) 線形作用素 A : D(A) −→ C∞(Rd) が Feller 半群の生成作用素であり，

D(A) ⊃ C∞
0 (Rd) を満たすものとする．このとき，(−A,C∞

0 (Rd)) は擬微分作用素である：

Au(x) = −p(x,D)u(x) := −(2π)−d/2
∫
Rd

p(x, ξ)û(ξ)ei〈x,ξ〉dξ, x ∈ Rd, u ∈ C∞
0 (Rd).

但し，û は関数 u の Fourier変換を表す．また，p(x, ξ) は (x, ξ) ついて局所有界な関数であり，
x ∈ Rd を固定するごとに ξ 7→ p(x, ξ) は連続な負定値関数である．関数 p : Rd × Rd −→ C をA

の表像 (symbol)という． さらに，p は次の Lévy-Khinchine表示を持つ：

p(x, ξ) = c(x) − i

d∑
j=1

bj(x)ξj +
d∑

k,j=1

akj(x)ξkξj

+
∫
Rd

(
1 − ei〈y−x,ξ〉 + i(y − x) · ξ 1B(1)(y − x)

)
ν(x, dy), x, ξ ∈ Rd.

ただし，c, bj , aij 及び ν は前定理で現れたものである．

5(A,D(A)) を Banach空間 B 上の閉作用素とする．このとき，D(A) の部分集合 C が A の芯 (core)であるとは，
(A, C) の閉包が (A,D(A)) と一致するときをいう．
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上の定理で，生成作用素 A が “定数係数”である場合，すなわち，p(x, ξ) が x に依存しないよう

に取ることが出来る場合を考える．これはまさしく古典的な Lévy-Khinchine公式であり，対応す

るのは Lévy過程である：

系 1.3 任意の連続な負定値関数 ψ : Rd −→ C に対して，適当な Lévy characteristics (a,Q,Π) が
存在して，

ψ(ξ) = i〈a, ξ〉 +
1
2
ξ ·Qξ +

∫
Rd

(
1 − ei〈x,ξ〉 + i〈x, ξ〉1|x|<1

)
Π(dx), ξ ∈ Rd (1.10)

という表示されることが分かる．また逆に，三つ組み (a,Q,Π) を用いて，(1.10)の右辺で定義さ
れる関数 ψ は連続な負定値関数である．

よって，定理 1.5により，分布 µ が無限分解可能分布であるための必要十分条件は，その特性

指数が適当な定数，関数と測度の組を用いて，(1.10) で表現できることである．

1.6 たたみ込み半群とDirichlet形式

はじめに，たたみ込み半群 {µt : t ≥ 0} が次の対称性を満たしているとする：

(sm5) (symmetry) µt(A) = µt(−A), A ∈ B(Rd), t ≥ 0.

このとき, (1.4)に対称性の条件 (sm5)を用い，Lévy-Khinchineの公式を組み合わせると，次が

成り立つことがわかる：∫
Rd

ei〈ξ,x〉µt(dx) = e−tψ(ξ), ψ(ξ) =
1
2
ξ ·Qξ +

∫
Rd

(
1 − cos(〈ξ, x〉)

)
ν(dx),

但し，Q は正定値対称な d 次正方行列であり，ν は，

ν(A) = ν(−A), A ∈ B(Rd \ {0}),
∫
Rd\{0}

(1 ∧ |h|2
)
ν(dx) <∞

を満たす測度である．このとき L2(Rd) 上の二次形式 (Dirichlet形式という)を
E(u, v) :=

∫
Rd

û(ξ)v̂(ξ)ψ(ξ)dx,

D[E ] :=
{
u ∈ L2(Rd) :

∫
Rd

∣∣û(ξ)∣∣2ψ(ξ)dξ <∞
}

と定義する．但し，û(ξ) = (2π)−d/2
∫
ei〈ξ,x〉dx.

Q が単位行列で ν = 0 であれば，ψ(ξ) = 1
2 |ξ|

2 となる．すると，上の二次形式は

E(u, v) =
1
2

∫
Rd

û(ξ)v̂(ξ) |ξ|2dx =
1
2

d∑
i=1

∫
Rd

∂u

∂xi
(x)

∂v

∂xi
(x)dx =:

1
2

D(u, v).

となり，古典的な Dirichlet積分と一致する．

Q = 0 であれば，Parsevalの公式により

E(u, v) =
1
2

∫∫
Rd×(Rd\{0})

(
u(x+ h) − u(x)

)(
u(x+ h) − u(x)

)
ν(dh)dx (1.11)

10



と書き表されることがわかる．

Dirichlet形式は，古典的な Dirichlet積分の Hilbert空間論的な公理化として，Beurlingと Denyに

よって 1959年に導入されたものである ([8])．福島正俊 ([19])は, 1971年に正則なDirichlet形式に

対して，対称マルコフ過程を構成することに成功し，さらにそれらが 1対 1の関係にあることを
見いだした (see also [20, 23])．

ここで，簡単に Dirichlet形式について説明しておこう: X を局所コンパクトな可分距離空間

とし，m をその上の正値 Radon測度で，その台は X 全体とする．自乗可積分な実関数の空間

L2(X;m) の稠密な線型部分空間 F に対して，その直積 F × F 上で定義された対称双線型形式
(E ,F) が L2(X;m) 上の Dirichlet形式であるとは，以下の条件を満たすときをいう：

(E-1) E は非負値： E(u, u) ≥ 0, for ∀ u ∈ F .

(E-2) E は閉. すなわち，内積 E1(u, v) = E(u, v) + (u, v)m に関して実 Hilbert空間となっ

ている．ここで，(u, v)L2 は m に関する L2-内積を表す．

(E-3) E はMarkov性を持つ，すなわち，u ∈ F ならば，v = (0 ∨ u) ∧ 1 ∈ F であり，

E(v, v) ≤ E(u, u).

Dirichlet形式 (E ,F) に対して，非正な自己共役作用素 L が，

(
√
−Lu,

√
−Lv)L2 = E(u, v), u, v ∈ F = D[

√
−L] (1.12)

として定まり，その生成する半群 etL は (E-3) より，マルコフ半群となることがわかる，すなわ

ち，f ∈ L2(X;m) が 0 ≤ f ≤ 1 m-a.e. をみたせば 0 ≤ etLf ≤ 1 m-a.e. となる．
Dirichlet形式 (E ,F) が正則 (regular)であるとは，C0(X) をコンパクトな台をもつX 上の連

続関数全体としたとき，F ∩ C0(X) が C0(X) において一様ノルムに関して稠密であり，更に F
の中で内積 E1 の作るノルムに関して稠密なときをいう．正則なDirichlet形式には，対称Hunt過

程 M= (Xt,Px) が存在して，

etLf(x) = Ex[f(Xt)] m-a.e. for f ∈ L2(X;m) ∩ B(X)

と表示できる (see e.g. [23])．逆に，右連続な道を持つMarkov過程 (Xt,Px)が m-対称，すなわち，∫
X

Ex[f(Xt)]g(x)m(dx) =
∫
X
f(x)Ex[g(Xt)]m(dx)

を満たすとすると，ptf(x) = Ex[f(Xt)] は L2（X;m）上の自己共役作用素に拡張され，それは強
連続なマルコフ半群 {Tt : t ≥ 0} を構成する．このとき，この生成作用素 L を用いて (1.12) によ
り Dirichlet形式が定義される．対称Markov過程の生成する Dirichlet形式という場合はこれを指

す．一般に，(同じ Dirichlet形式に対応した)二つのMarkov過程は次の意味で “同値”である:

適当な除外集合 (exceptional set)と呼ばれる測度 0 の集合 N （詳しくは容量 0 の集合）があ
って，N 以外の全ての x について推移関数が一致する．

言い換えると，Dirichlet形式に対応するMarkov過程は，除外集合に対する ambiguityが存在する．
従って，
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いつ，その同値関係を満たすMarkov過程の中から “良い”ものを見つけ (られ)るか ?

という問題が生じる．もちろん，これに答えるための研究というものは数多く存在する．その一つ

として，Markov過程の推移半群のFeller性を示すというものがある．これにより，対応するMarkov

過程として，その同値な class の中から Feller過程を取り出すことが出来る ([42])．また，同値関
係において出現する除外集合を小さくしていく，という方向の研究もある (see e.g. [33],[22],[21]).

(E ,F) を正則なDirichlet形式とすると，Beurling-Denyの分解公式と呼ばれる次の公式が知られて

いる：

E(u, v) =
1
2

∫
X
dµc〈u,v〉 +

∫∫
X×X−d

(
ũ(x) − ũ(y)

)(
ṽ(x) − ṽ(y)

)
J(dx, dy)

+
∫
X
ũ(x)ṽ(x)k(dx), u, v ∈ F .

(1.13)

この表示の仕方は一意的である．それぞれ diffusion part, jumping part, killing part とよばれる．こ

こに ũ は関数 u の準連続修正とする．

この小節の最後に (必ずしも対称とは限らない)空間一様なDirichlet形式にたたみ込み半群が対応

することを述べておく．すると，それがいつも Feller半群を生成することがわかるので，§1.4 の
結果より (空間一様な)Dirichlet形式から構成される確率過程の同値性に対する ambiguityが解消
されることがわかる6. 以下，簡単にそれを Berg-Forst[9]にそって述べておこう．

(複素)Hilbert空間 L2
C(Rd;m) 上の半線形形式7(E ,F) が (非対称な)空間一様な Dirichlet形式

であるとは，

(E-1)’ (positive definiteness) Re E(u, u) ≥ 0, u ∈ F .
(E-2)’ (strong sector condition) 適当な定数 C > 0 が存在して，任意の u, v ∈ F に対して，∣∣E(u, v)

∣∣ ≤ C

√
Ẽ(u, u) ·

√
Ẽ(v, v)

が成り立つ．但し，Ẽ(u, v) :=
E(u, v) + E(u, v)

2
= Re E(u, v), u, v ∈ F .

(E-3)’ (closedness) F は次の内積で Hilbert空間となる：

Ẽ(u, v) + (u, v)L2 , u, v ∈ F .

(E-4)’ (translation invariance) 任意の u, v ∈ F 及び x ∈ Rd に対して，

τxu, τxv ∈ F , E(τxu, τxv) = E(u, v)

が成り立つ．但し，τxu(y) = u(y − x).

(E-1)’-(E-3)’ より，E には，対応するMarkov半群 {Tt : t ≥ 0} や，生成作用素 (A,D(A)) が
L2
C(Rd) 上で対応することが示される．更に，(E-4)’が成り立つことと Tt が τx と交換可能であ

ることが同値となることがわかる：

τxTtu = Ttτxu, x ∈ Rd, t ≥ 0, u ∈ L2
C(Rd, dx).

6一般論としての非対称 Dirichlet形式についての解説は，例えば [32]を見よ．
7(E ,F) が半線形形式とは，u, v, w ∈ F , α ∈ C に対して，E(αu + v, w) = αE(u, w) + E(v, w), E(u, v) = E(v, u)

を満たすときを言う
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定理 1.11 (E ,F) を空間一様なDirichlet形式とする．このとき，連続な負定値関数 ψ : Rd −→ C
が存在して，適当な C > 0 について，∣∣Imψ

∣∣ ≤ C · Reψ (1.14)

及び

F =
{
u ∈ L2

C(Rd) :
∫
Rd

|f̂(ξ)|2Reψ(ξ)dξ <∞
}

(1.15)

であり，u, v ∈ F に対して，
E(u, v) =

∫
Rd

û(ξ)v̂(ξ)ψ(ξ)dξ. (1.16)

と書ける．逆に，ψ : Rd −→ C を連続な負定値関数で，条件 (1.14)を満たすとする．このとき，
(1.16), (1.15)で定義される半線形形式 (E ,F) は，L2

C(Rd) 上の空間一様な Dirichlet形式となる．

例 1.2 Lévy過程の例を挙げておく．

(1) (Poisson Processes)

各 λ > 0 に対して，k = 0, 1, 2, . . . , に集中する確率分布 µλ を考える：

µλ({k}) :=
λk

k!
e−λ,

すなわち，パラメーター λ をもつ Poisson分布を考える．すると，簡単な計算で

∞∑
k=0

eiθkµλ
(
{k}

)
= e−λ(1−eiθ) =

(
e−

λ
n

(
1−eiθ

))n
がわかる．最右辺は，パラメーター λ/n をもつ独立な Poisson分布の n 個の和の特性関数である．

従って，Lévy-Khintchineの公式から，（無限分解可能な）分布 µλ は Lévy characteristic (0, 0, λδ1)
をもつ Lévy過程に対応する．これを Poisson過程と呼ぶ．ただし，δ1 は {1} に集中するDirac測

度である．対応する Poisson過程を {Nt : t ≥ 0} と表せば，各 t > 0 に対して，Nt はパラメー

ター λt をもつ Poisson分布に従うことがわかる．さらに，

E[eiθNt ] = e−λt(1−e
iθ)

となることから，characteristic exponentは ψ(θ) = λ(1− eiθ), θ ∈ R で与えられることがわかる．
このとき，{Nt : t ≥ 0} は intensity λを持つ Poisson過程と呼ぶことがある．

(2) (compound Poisson processes)

{Nt : t ≥ 0} を，intensity λ > 0 を持つ Poisson過程とする．{ξi : i ∈ N} は {Nt : t ≥ 0} と
は独立な独立同分布 (IID)の確率変数列で，平均が 0 で原点にmassをもたない共通の分布 F に

従っているとする．このとき，
∑0

1 = 0 という規約の下で，

Xt =
Nt∑
k=1

ξk, t ≥ 0
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で与えられる確率過程 {Xt}t≥0 を compound Poisson processとよぶ．各 θ ∈ R に対して，Ω を
{Nt = k}∞k=0 で分割し，全確率の法則を用いることにより，

E[eiθXt ] =
∞∑
k=0

E[eiθXt |Nt = k]P(Nt = k)

=
∞∑
k=0

E[eiθ
∑k

i=1 ξi |Nt = k]
(tλ)k

k!
e−tλ

=
∞∑
k=0

(∫
R
eiθxF (dx)

)k (tλ)k

k!
e−tλ

= e−tλ
∫
R(1−e

iθx)F (dx).

特に，t = 1 とすると，

E[eiθX1 ] = e−λ
∫
R(1−e

iθx)F (dx) =
(
e−

λ
n

∫
R(1−e

iθx)F (dx)
)n

より，最右辺は a = −λ
∫
0<|x|<1 xF (dx), Q = 0, Π(dx) = λF (dx) としたきの Lévy characteristic

(−λ
∫
0<|x|<1 xF (dx), 0, λF (dx)) を持つ無限分解可能分布の Lévy-Khintchine表示となっている．特

に F (dx) が， 点 1 に unit mass を持つDirac測度であれば，無限分解可能分布は Poisson分布に

他ならない．

このときの characteristic exponent ψ は次で与えられることがわかる：

ψ(θ) = λ

∫
R
(1 − eiθx)F (dx), θ ∈ R.

(3) ((linear) Brownian motion)

γ ∈ R 及び σ > 0 に対して，平均 γ, 分散 σ2 を持つ Gauss分布 (正規分布) µγ,σ を考える：

µγ,σ(A) :=
∫
A

1√
2πσ2

e−(x−γ)2/σ2
dx, A ∈ B(R),

このとき， ∫
R
eiθxµγ,σ(dx) = e−

1
2
σ2θ2+iθγ =

[
e
− 1

2

(
σ√
n

)2
θ2+iθ γ

n

]n
となることがわかるから，Gauss分布 µγ,σ は無限分解可能分布となる．このときの Lévy charac-

teristicは a = −γ, Q = σ, Π(dx) = 0 であり，characteristic exponentは ψ(θ) = σ2θ2/2 − iθγ で

ある．そうして，対応する Lévy過程は，Brown運動に線形の Drift項をつけたものである：

Xt = σBt + γt, t ≥ 0,

ただし，{Bt : t ≥ 0} は standard Brownian motionである．

(4) stable processes

Lévy過程 {Xt : t ≥ 0} は次の性質を満たすとき，狭義安定過程 (strict stable process)と呼ばれ

る： 任意の a > 0 に対して，適当な b > 0 が存在して，

Xat
d= bXt, t ≥ 0,
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を満たす．ここで，d= は，右辺と左辺とが同分布であることを意味する．以下，µ を X1 の法則と

するとき，µ は原点に集中していないものとする．すなわち，P(X1 = 0) = µ({0}) = 1 となるも
のを除いて考える．このとき，次が成り立つことが知られている (see: e.g. Section VI.1 in [18])：

定理 b = a1/α (0 < α ≤ 2) という定数だけが可能である．

この α を狭義安定過程の指数 (exponent)と呼ぶ． µ に対応する特性指数 ψ は次のように与

えられる ([39]): 0 < α ≤ 2 かつ α 6= 1 のとき，

ψ(ξ) = c|ξ|α
{

1 − iβ
(
tan

(πα
2

)
sgn ξ

)}
, c > 0, β ∈ [−1, 1].

α = 1 のとき，
ψ(ξ) = c|ξ| − iτξ, c > 0, τ ∈ R.

α = 2 のときは ψ(ξ) = c|ξ|2 であるから，{Xt : t ≥ 0} は Brownian motion {
√

2cBt : t ≥ 0} で
ある．

一般次元 d の場合，指数 α の狭義安定過程で回転不変なもの，すなわち，分布 µ が任意の d-
次直交行列 U に対して

µ(B) = µ(U−1B), B ∈ B(Rd)

を満たすものは次の形の特性指数 ψ 及び，Lévy characteristic (a,Q,Π) を持つ (see: e.g., [39])：

ψ(ξ) = c(d, α) |ξ|α, a = 0, Q = 0, Π(dx) =
1

c(d, α)
|x|−d−αdx.

この場合の狭義安定過程を回転不変な対称安定過程 (rotational invariant, symmetric stable process)

とよぶことがある．

以下，狭義の安定分布で 0 < α < 2 のときを考える．このとき，この特性指数に対応するたた
み込み半群を {νt : t ≥ 0} で表す．すると，§1.6で与えたDirichlet形式は，Parsevalの等式を用い

ると次の様になる事がわかる ([2, chapter 2]) ：

E(u, v) = c(d, α)
∫
Rd

û(ξ)v̂(ξ)|ξ|αdξ =
1

c(d, α)

∫∫
Rd×Rd

(
u(x) − u(y)

)(
v(x) − v(y)

)
|x− y|d+α

dxdy.

特に，定数 c(d, α) は

c(d, α) =
2−α+1π

d+1
d

Γ
(α
2

+ 1
)
Γ
(α+ d

2
)
sin

πα

2
で与えられる．

Lévy過程のいろいろな特徴付けを駆け足で述べ，そうして最後に代表的な例をいくつかここで

は述べた．

より広範の Lévy過程及びその拡張について解説した著書としては，[39, 38, 40, 7, 1]の他に [44, 29]
等がある．またサーベイ論文として Bass による論文 [6] がある．最近の話題も含めて解説したも
のとして，例えば 国際研究会『Lévy Processes』の報告集である [3] に掲載されている論文（例
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えば，Sato, Applebaum, Jacob-Schilling, Maejima 等）の参考文献を参照してもらうと，最近の
Lévy過程研究の動向の一端を知る手がかりを与えてくれる．

ここで述べたことを基礎にして，次節以降で，特に飛躍型の Lévy型過程について考えて行く

ことにする．これは Lévy characteristic (a,Q,Π) において，Q = 0 のときに対応するものを考え
ることに相当し，Dirichlet形式では，分解公式 (1.13)において，diffusion part及び killing partが

ない場合を考えることに相当する．次の節において，それらの拡張の一つとして，“Lévy型過程”
の構成を (1.11) を拡張した形で与える（対称な）Dirichlet形式を用いて行い，対応する確率過程

の基本的性質について考察する．

注意 1.3 この講義では，基本的に（飛躍型の）確率過程の構成について議論をすることにするが，

確率過程研究の主な目的は，確率過程がどのような性質を持つのか，あるいは，それがどのよう

な現象を表しているのかを考えることであると思う．構成や分類だけで終わるのではなく，それ

がどのような確率現象を引き起こしているのか，あるいはどんな偶然現象を捉えているのかを考

えてみることが重要である．実際，伊藤 清先生は，「確率論」([28, 第 5章])において，

確率過程は解析学における関数に相当するもので，確率論では最も重要な概念である．解析学に
可測関数，連続関数，解析関数というような関数の一般概念があるように，確率論にも，マルチ
ンゲール，加法過程，Markov過程，定常過程のような確率過程の一般概念がある．また解析学に
指数関数，Bessel関数のような特殊関数があるように，確率論にも Wiener過程，Poisson 過程の
ような特殊確率過程がある．さらには，微分方程式，超関数に対応して，確率微分方程式，確率
超過程がある．しかし解析学における関数の分類や微分方程式の型を直訳しても確率論で興味あ
るものが得られるわけではない．確率過程の直感的背景である偶然現象の時間的変動を念頭にお
いて理論を展開することにより，確率論独自の興味があり，かつ有用な理論が生まれるのである．

と述べておられる．

2 Symmetric Jump Processes

飛躍型Markov過程の研究は，Lévy過程の研究を除けば，ここ 20年余りの間に本格的に始まっ
たと言ってよい．もちろん，拡散過程の境界過程として，飛躍型過程は自然に現れるので，研究

そのものは全くなされていなかったわけではない．

ここでは，たたみ込み半群に対応する Dirichlet形式 (1.11) の自然な拡張として，
E(u, v) =

1
2

∫∫
Rd×Rd−∆

(
u(x) − u(y)

)(
u(x) − u(y)

)
n(x, dy)m(dx)

D[E ] =
{
u ∈ L2(Rd;m) :

∫∫
Rd×Rd−∆

(
u(x) − u(y)

)2
n(x, dy)m(dx) <∞

} (2.1)

を考える．ただし，∆ := {(x, x) : x ∈ Rd}． また m は Rd 上の正値 Radon測度であり，その位

相的台は Rd 全体であるとする．n(x, dy) は各 x ∈ Rd に対して，Rd 上の Radon測度であり，各

A ∈ B(Rd) に対しては，x に関する非負値可測関数とする．また，次の対称性の条件を満たすも
のとする：

n(x, dy)m(dx) = n(y, dx)m(dy) (2.2)

例えば，m(dx) = dx（dx は Rd 上の Lebesgue測度), n(x, dy) = c|x− y|−d−αdy とすれば，これ
は特性指数 α の（回転不変で対称な）安定過程に対応する Dirichlet形式となる．
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(2.1)で定義される E は，明らかに対称な双線形形式であり，また

E(u, u) =
∫∫
Rd×Rd−∆

(
u(x) − u(y)

)2
n(x, dy)m(dx) ≥ 0

より，§1.6 における一つ目の条件である “非負値性”は満たしている．また，Markov性も形から成

り立つことは分かる． 問題は閉性及び正則性についてであるが，次の命題が以降の議論では基本

的となる：

命題 2.1 (see: e.g., [23, Example 1.2.4], [49] or [42]) m 及び n(x, dy) は (2.2)を満たすとする．
このとき，D[E ] が Rd 上のコンパクト台を持つ Lipschitz連続な関数全体 C lip

0 (Rd) を含むため
の必要十分条件は，関数 x 7→

∫
y 6=x

(
1∧ |x− y|2

)
n(x, dy) が局所的にm-可積分となることである：∫

y 6=•

(
1 ∧ | • −y|2

)
n(•, dy) ∈ L1

loc(Rd;m) iff⇐⇒ D[E ] ⊃ C lip
0 (Rd).

従って，

Ψ(x) :=
∫
y 6=x

(
1 ∧ |x− y|2

)
n(x, dy), x ∈ Rd

に対して，Ψ ∈ L1
loc(Rd;m) を仮定する．すると，(E ,F) は L2(Rd;m) 上の正則な (対称) Dirichlet

形式となる．ただし，

F := C lip
0 (Rd)

√
E1

, E1(u, v) := E(u, v) +
∫
Rd

u(x)v(x)m(dx), u, v ∈ C lip
0 (Rd).

よって，(E ,F) には m-対称なHunt過程が対応することがわかる．しかも E の形から，そのHunt

過程は純飛躍型 (pure jump) Markov過程となることが分かる．

以下 M= (Xt,Px) を (E ,F) に対応するm-対称なHunt過程とし，その推移関数を pt とおく：

ptf(x) := Ex[f(Xt)], t ≥ 0, x ∈ Rd, f ∈ B(Rd).

§1.6 でも述べたように，{Tt : t ≥ 0} を (E ,F) に対応する L2-半群とすると，

Ttf(x) = ptf(x), m-a.e. x ∈ Rd, f ∈ L2(Rd;m) ∩ B(Rd)

である．詳しくは，より細かい“容量零 (capacity 0)を除いて一致する”ことがわかるのであるが，
ここでは深く立ち入らない．

Dirichlet形式 (E ,F) あるいは，対応する Jump過程 M= (Xt,Px) が保存的 (conservative)である

とは，

Tt1 = 1 m-a.e., t ≥ 0

が成り立つことを言う．言い替えると，

Px(Xt ∈ Rd) = 1, m-a.e., t ≥ 0

であること，すなわち，どんな時刻 t ≥ 0 に対しても標本路がほとんどすべての出発点に対して
状態空間 Rd にとどまっていることである．Lévy過程は空間一様に動くことから，途中で爆発が

起きたり，どこかで吸収されることはない，従って空間内にずっととどまることから，自動的に

保存的であることがわかる．しかし，一般の確率過程はそうであるとは限らない．

保存性が成り立つためのいろいろな（十分）条件は知られているが，ここでは，[34] による次
の結果を述べておく．
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定理 2.1 ([34, Theorem 3.1]) 任意の a > 0 に対して，

e−a| · | ∈ L1(m)

とする．このとき，もし Ψ ∈ L∞(m) であれば，(E ,F) は保存的である．

Ψ が有界であるという条件は，非常に強い．Ψ は直感的には，拡散過程の拡散係数に相当する
関数と解釈できる．拡散過程においては，拡散係数は例えば |x| → ∞ のとき，|x|2 log |x| の order
で発散しても保存性は成り立つことが知られている (see e.g., [15], [47])．しかしながら，拡散過程
と異なり，飛躍型過程は標本路が連続ではないため，従来の解析学の手法がうまく働かない．従っ

て，いろいろなアイデアが必要となってくる．新しいアイデアだけでなく，細かい（泥臭い？）計

算も行う必要がある．もちろん，保存性が成り立たない条件を探すことも重要な問題である．

次では，[49, 50] に沿って “対称安定型過程”及び “(回転不変な)対称 Lévy過程” の再帰性・非
再帰性について考えていくことにする．

2.1 symmetric stable-type processes

この節では，n(x, dy) が m に対して絶対連続な場合：

n(x, dy) = n(x, y)m(dy)

で，更に n(x, y) が次の二つの場合について考えていくことにする. どちらの場合も簡単のため，
m は Lebesgue測度とする．

(a) 適当な可測関数 α : Rd −→ R に対して，

n(x, y) := |x− y|−d−α(x), x, y ∈ Rd, x 6= y,

(b) 適当な可測関数 α̃ : [0,+∞) −→ R に対して，

n(x, y) := |x− y|−d−α̃(|x−y|), x, y ∈ Rd, x 6= y,

このとき，先の命題 2.1は次の様にそれぞれ書き換えられることがわかる：

命題 2.2
E(u, v) =

1
2

∫∫
Rd×Rd−∆

(
u(x) − u(y)

)(
u(x) − u(y)

)
n(x, y)dxdy

D[E ] =
{
u ∈ L2(Rd;m) :

∫∫
Rd×Rd−∆

(
u(x) − u(y)

)2
n(x, y)dxdy <∞

}
とする8．このとき，D[E ] ⊃ C lip

0 (Rd) となるための必要十分条件は n(x, y) が (a),(b) のそれぞれ

の場合に応じて次のようになる：

8(a) の場合，n(x, y)dydx は対称性の条件 (2.2) を一般には満たさないが，線形形式としては対称となっている：
E(u, v) = E(v, u)

18



(a) n(x, y) = |x− y|−d−α(x) の場合：

(i) 0 < α(x) < 2, a.e. x ∈ Rd,

(ii)
1

2 − α
,
1
α

∈ L1
loc(Rd),

(iii) ∃K ⊂ Rd (compact set) s.t.
∫
Rd\K

|x|−d−α(x)dx <∞.

(b) n(x, y) = |x− y|−d−α̃(|x−y|) の場合：∫ ∞

0
(1 ∧ u2)u−1−α̃(u)du <∞.

どちらの場合も，α(x) ≡ α (resp. α̃(t) ≡ α), 0 < α < 2 のときは（回転不変な対称な）安定
過程に対応する Lévy測度である．そこで，(a) の核に対応する対称Markov過程を “対称安定型過
程”(symmetric stable-like processes)と呼ぶことにする ([49]). (b)の核に対応するものは回転不変

な対称 Lévy過程である．

{Tt : t ≥ 0} を (E ,F) に対応する L2-半群とする．このとき，Tt は縮小半群であることから，

Stf(x) :=
∫ t

0
Tsf(x)ds, f ∈ L2(Rd)

は Riemann和の L2(Rd) 内での強収束極限として確定する．また，St は L2(Rd) 上の線形作用素
であり，有界性

‖Stf‖L2 ≤ t‖f‖L2 , f ∈ L2(Rd)

を満たす．そこで，f ∈ L1(Rd)∩L2(Rd)及びコンパクト集合の増大列Kn ⊂ Rd で，Kn ⊂ Kn+1 ↗
Rd を満たすものをとる．Tt の対称性とMarkov性から∫

Kn

|Ttf(x)|dx ≤
∫
Rd

Tt|f |(x)1Kn(x)dx =
∫
Rd

|f(x)|Tt1Kn(x)dx ≤
∫
Rd

|f(x)|dx.

n→ ∞ として， ‖Ttf‖L1 ≤ ‖f‖L1 , f ∈ L1 ∩L2 を得る．同様に ‖Stf‖L1 ≤ t‖f‖L1 , f ∈ L1 ∩L2

も得られるから，{Tt}, {St} はそれぞれ L1(Rd) 上の線形作用素に一意的に拡張されて，

TsTtf = Ts+tf, ‖Ttf‖L1 ≤ ‖f‖L1 , ‖Stf‖L1 ≤ t‖f‖L1 , f ∈ L1(Rd)

を満たし，Tt, 1
tSt はともにMarkov的である． このように，Dirichlet形式 (E ,F) から決まる L1

上の線形作用素 St は，任意の f ∈ L1
+(Rd) := {f ∈ L1(Rd) : f ≥ 0} に対して，正値性と単調性

を満たす：

0 ≤ Ssf ≤ Stf a.e., 0 < s < t.

よって，

Gf(x) = lim
t→∞

Stf(x) (≤ ∞) a.e., f ∈ L1
+(Rd)

によって，Rd 上に a. e.で定義された関数 Gf が，Lebesgue零集合を除いて一意的に決まる．そ

うして次の定義が可能となる．
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定義 2.1 (i) 推移関数 {pt : t ≥ 0} または Dirichlet形式 (E ,F) が過渡的 (transient)であると

は， {x ∈ Rd : g(x) = 0} が Lebesgue零集合であるような任意の g ∈ L1
+(Rd) に対して，Gg

がほとんど至るところ有限となるときをいう．

(ii) {pt : t ≥ 0} または Dirichlet形式 (E ,F) が再帰的 (recurrent)であるとは，任意の非負値関

数 f ∈ L1
+(Rd) に対して，

Gf = 0 または ∞ a.e.,

すなわち，{x ∈ Rd : 0 < Gf(x) <∞} が Lebesgue零集合となることである．

注意 2.1 (E ,F) あるいは対応する jump過程が再帰的であることの条件として，次のように与え

ることも出来る： 任意の内点を持つ開集合 O ⊂ Rd に対して，∫ ∞

0
Px(Xt ∈ O)dt = ∞ a.e. x.

ここで，安定型過程の過渡性・再帰性の結果を述べるまえに，Lévy過程及び安定過程の場合の

結果を先に述べておく：

定理 2.2 Ψ を負定値関数とする．また r > 0 を任意に取って固定しておく．このとき，Ψ を特
性指数に持つ Lévy過程が再帰的であるための必要十分条件は，

lim sup
γ↓0

∫
B(r)

Re
( 1
γ + Ψ(ξ)

)
dξ = ∞

が成立することである．次に，Ψ(ξ) = c|ξ|α である場合を考える．すなわち，Ψ は狭義安定過程
に対応する特性指数とする．

(i) d = 1 のとき，0 < α < 1 のときは狭義安定過程は過渡的であり，1 ≤ α ≤ 2 のときは再帰
的である．

(ii) d ≥ 2 のとき，0 < α < 2 であれば狭義安定過程は過渡的である．

これらと比較をすることにより，対称安定型過程の再帰的・過渡的となるための十分条件が得ら

れる：

定理 2.3 (see [49, 50])

(a) (対称安定型過程) 命題 2.2 (a)の条件を満たす関数 α : Rd −→ R に対して，
n(x, y) = |x− y|−d−α(x), x, y ∈ Rd, x 6= y となる場合．

(1) d = 1 とする．このとき，次の二つの条件が満たされるとき，対称安定型過程は再帰的
である：

· lim sup
R→∞

∫
B(R)

( 1
2 − α(x)

+
1

α(x)

)
R−α(x)dx <∞,

· lim sup
R→∞

∫
B(2R)

(∫
Rd−B(3R)

|x− y|−1−α(x)dx
)
dy <∞.
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(2) 適当な定数 β（ただし，d ≥ 2 のときは 0 < β < 2, d = 1 のときは 0 < β < 1）が存
在して，

α(x) ≤ β a.e.

を満たすとき，対称安定型過程は過渡的である．

(b) (回転不変な対称 Lévy過程) 命題 2.2 (b)の条件を満たす関数 α̃ : [0,∞) −→ R に対して，
n(x, y) = |x− y|−d−α̃(|x−y|), x, y ∈ Rd, x 6= y となる場合．

(1) lim sup
R→∞

R−2+d

∫ R

0
u1−α̃(u)du <∞ かつ lim sup

R→∞
Rd

∫ ∞

R
u1−α̃(u)du <∞

を満たすとき，回転不変な対称 Lévy過程は再帰的である．

(2) 適当な定数 K > 0 と β̃ （ただし，d = 2 のときは 0 < β̃ < 2, d = 1 のときは
0 < β̃ < 1）が存在して，

α̃(u) ≤ β̃, a.e. u ∈ [K,∞)

を満たすとき，回転不変な対称 Lévy過程は過渡的である．d ≥ 3 のときは，回転不変
な対称 Lévy過程は常に過渡的である．

例 2.1 一次元対称安定型過程の場合について考える： n(x, y) = |x− y|−1−α(x).

このとき，次のいずれの場合も対称安定型過程は再帰的である．

(1) −∞ < a < b <∞, 0 < c < 2 及び 1 ≤ α < 2 に対して，

α(x) =

{
c, a < x < b,

α, otherwise.

(2) 0 < c < 2, a ≥ e 及び ε ≥ 1 に対して，

α(x) =

{
1 −

(
log |x|

)−ε
, |x| ≥ a,

c, otherwise.

(3) 0 < c < 2, a ≥ 1 及び 0 < ε ≤ 1 に対して，

α(x) =

{
2 − |x|−ε, |x| ≥ a,

c, otherwise.

(3)の場合で，もし 0 < c ≤ 1 とすれば，|x| < a を満たす点 x は polar set（あるいは exceptional

setともいう）であるから point recurrentではない．一方，任意の x ∈ R \ [−a, a] は non-polar

であり，従って point recurrentであることがわかる．Lévy過程では，一般に point recurrenceは

dichotomy（すなわち，すべての点で point recurrentかすべての点でそうでないか）が成立するが，

この場合はそれが混在している．

この小節では，再帰性・過渡性に限って話を進めてきたが，対称な Lévy過程に限ってもまだま

だ分かっていないことも多い．たとえば，熱核 (transition density)の存在も一般には分かっていな
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い．いわゆる，Sobolevの不等式や，ultracontractivity等が成り立てば，存在することは分かって

いる．それに基づいて，拡散過程などで精力的に成されている熱核の Gauss型などの評価行われ

ている．これに関しては，より一般のmetric measure space上での jump過程の熱核の評価を行っ

たものとして，Chen, Kim and Kumagai による論文 [11]のみあげておく．

（独り言） 漠然と Jump型確率過程を考えても，収拾が付かないほど多様な性質が表れるため，とても統

一的に扱うことは出来ない． これまで，2 節で説明したような Jump型の対称 Dirichlet 形式について主に

研究を行ってきた．しかし，正直に告白すると，擬微分作用素の理論に関する専門家である R. Schilling氏

と共同研究を行った際，擬微分作用素，あるいはそれに対応する表像 (symbol)がどの程度 Dirichlet形式に

利用できるのか知りたかったのであるが，表像にかなりの滑らかさがなければ，殆ど使い物にならないとい

うことだけがわかった．それ以降，敢えて彼ら（の理論）とは距離をおくような形で議論を進めることを意

図的に行ってきた．もちろん，擬微分作用素が有効に働くクラスは存在するし，それを用いた詳しい標本路

の性質も導出可能である (例えば [41]). またここで述べたような結果を彼らがどのように理解するのかを知

りたいとも思う．

ここで議論したのは，確率過程の道の性質のうち，再帰性・非再帰性及び保存性だけである．しかもわ

かったのは十分条件にすぎない．より詳しい結果や，それ以外の例えば，密度関数（density）の存在や，そ

の詳しい挙動の考察など，まだまだやるべきことは山ほどある．しかし，先にも述べたが，古典的な解析の

手法が使えない場合が多く，空間の何らかの情報を用いて解析を進めたり，Lévy 核 ν や基礎の測度 m に

何らかの条件（例えば，対称性，回転不変性や平行移動不変性，あるいはそれらに換わる条件など）を課し

て解析を進めていく必要がある．いろいろな人が寄って集ってやっていくのがいいのかもしれない．
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