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Chapter 1

イントロダクション

本予稿は，2020年度北海道大学理学研究科における集中講義科目『数理解析学特別講義「対称マルコフ過程の構成と
確率解析 A・B」』用に作成したものである．ここでは，Markov過程を構成する手段の一つとしてよく知られている
Dirichlet形式の理論について簡単に紹介することを行う．

Dirichlet形式は, 古典的な Dirichlet積分の Hilbert空間論的な公理化として，Beurlingと Denyによって 1959年に
導入されたものである ([BD59]). Dirichlet形式が，さらに正則性の条件を満たせば，Hunt過程と呼ばれるMarkov過
程がある意味一意に存在することを福島正俊は 1971年に示すことに成功した．逆に対称なHunt過程が与えられれば，
対応する Dirichlet形式を構成することができる ([F71, FOT11]). ここで，Markov過程が Hunt過程であるとは，強
Markov性と準左連続性をもつMarkov過程の一つのクラスである．ところで，Dirichlet形式は以下に見るように L2

理論であるため，Dirichlet形式を通して構成されるMarkov過程は，ある種の除外集合 (詳しくは容量 0の集合)を除
いた集合を出発点とする Hunt過程の法則の一意性という意味でしか構築されない．しかしながら，確率微分方程式
やmartingale理論とは異なり，状態空間と呼ばれる，Markov過程が取る値の空間に特段の制約 (微分構造や滑らかさ
等) を必要としないことから，解析的には取り扱いが容易なためMarkov過程の解析のための強力な手段となり得る．
そこで，本講義では，Dirichlet形式を通して構成される対称拡散過程の保存性の条件を導出することを最終目標

に，以下の内容について講義を行う：

• Dirichlet形式の基本的概念と，そのポテンシャル論の紹介．

• Hunt過程とその基本的性質の導出，および付随する確率論的ポテンシャル論の紹介．

• Dirichlet形式に対応する Hunt過程を構成する代わりに，Feller半群と呼ばれる連続関数の作る Banach空間上
の強連続半群に対応する Hunt過程（これを Feller過程と呼ぶ)の構成を行う．

• 対称 Dirichlet形式に付随した確率解析の展開，特に Dirichlet空間の元に対応して構成される加法汎関数に対す
る Fukushima分解公式，および Lyons-Zheng分解公式の紹介．

• Lyons-Zheng分解公式の応用として，対称拡散過程の保存性の条件の導出．

この講義の機会を作っていただいた北海道大学教授 正宗 淳先生には心より感謝申し上げます．また，この原稿を
作成するにあたって，[FOT11]や [FT08]の草稿を快く提供いただき，貴重なコメントを頂いた関西大学教授 竹田 雅
好先生にも感謝申し上げます．最後に，防衛大学校准教授 土田 兼治先生には原稿を通読いただき，いくつものコメ
ントや誤りを指摘して頂きました．併せて感謝申し上げます．

2020年 11月
上村稔大

(関西大学システム理工学部)
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Chapter 2

解析的準備: Dirichlet 形式
E を局所コンパクトな可分距離空間とし，m を台が E 全体である (E,B) 上の正値 Radon測度とする．E∆ を E の
一点コンパクト化を表し，E が既にコンパクトのときには ∆ を孤立点として E に付け加える．任意の A ⊂ E に対
して，A ∪ {∆} の位相は E∆ の相対位相を考える． また，A 上の関数は常に ∆ では 0 として A ∪ {∆} に拡張して
おくものとする． この意味で，C∞(E) は E∆ 上の連続関数の空間 C(E∆) の部分空間とみなせる．

2.1 Dirichlet形式とMarkov半群
(E,F) を L2(E;m) 上の対称閉形式 (symmetric closed form)とする．すなわち，F は L2(E;m) の稠密な線形部分空
間で，u ∈ F ならば u ∧ 1 ∈ F を満たし，E は次を満たす F × F 上の対称二次形式である：

(E.1) E(u, u) ≥ 0, ∀u ∈ F.

(E.2) (F,E1) は実 Hilbert空間である．但し，

Eα(u, v) = E(u, v) + α(u, v), u, v ∈ F, α > 0

であり，(·, ·), ‖ · ‖ =
√

(·, ·) はそれぞれ L2(E;m) 上の内積，ノルムを表す．

一般に，D[E] ⊂ L2(E;m) を稠密な部分空間とし，D[E]×D[E] 上で定義された対称な二次形式 E に対して，(E.1)

が D[E] の元に対して成り立つものとする．このとき，E が L2(E;m) 上の可閉形式 (closable form)であるとは，

{un} ⊂ D[E], E(un − um, un − um) → 0 (n,m→ ∞),
(un, un) → 0 (n→ ∞) =⇒ E(un, un) → 0 (n→ ∞)

(2.1)

が成り立つときをいう．(Ei,D[Ei]), i = 1, 2 をともに (E.1) を満たす L2(E;m) 上の対称な二次形式とする．E2 が
E1 の拡張であるとは，

D[E1] ⊂ D[E2], E1(u, v) = E2(u, v), u, v ∈ D[E1]

を満たすときをいう． (E,D[E]) が閉形式の拡張を持つための必要十分条件は，それが可閉であるときである．

定理 2.1 (E,F) を L2(E;m) 上の対称閉形式とする．このとき，L2(E;m) 上の強連続な半群 {Tt; t > 0} が存在し
て，以下の性質を持つ：

(Ttu, v) = (u, Ttv), ‖Ttu‖ ≤ ‖u‖, u, v ∈ L2(E;m).

また，Gαu =

∫ ∞

0

e−αtTtudt, u ∈ L2(E;m) で与えられる {Tt; t > 0} に対応する L2(E;m) 上の強連続な Resolvent

{Gα;α > 0} は，
Eα(Gαf, v) = (f, v), f ∈ L2(E;m), v ∈ F

を満たす．
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Proof: α > 0 及び f ∈ L2(E;m) 対して，I(u) := (f, u), v ∈ F とおくと，I : F → R は Hilbert空間 (F,Eα) 上の有
界線形汎関数となる．実際，線形性は明らかであり，また∣∣I(u)∣∣ = ∣∣(f, u)∣∣ ≤ ‖f‖ · ‖u‖ ≤ ‖f‖√

α

√
Eα(u, u), u ∈ F (2.2)

から有界性も分かる．従って，Rieszの表現定理により適当な Gαf ∈ F が一意的に存在して，

I(u) = Eα(Gαf, u), u ∈ F (2.3)

を満たす．以下，各 α > 0 に対して，写像 Gα : L2(E;m) −→ F が強連続な Resolventであることを示す．各 α > 0

に対して，Gα が対称線形作用素であることは明らか．次に，f ∈ L2(E;m), u ∈ F, α, β > 0 に対して，

Eα

(
Gαf −Gβf, u

)
= Eα

(
Gαf, u

)
− Eα

(
Gβf, u

)
= (f, u)− Eβ

(
Gβf, u

)
− (α− β)

(
Gβf, u

)
= (f, u)− (f, u)− (α− β)Eα

(
GαGβf, u

)
= Eα

(
− (α− β)GαGβf, u

)
より，Resolvent方程式

Gαu−Gβu+ (α− β)GαGβf = 0 (2.4)

が成立する．上の評価で α と β を入れ替えることにより，f ∈ L2(E;m) に対して GαGβf = GβGαf が成立するこ
ともわかる．(2.2)および (2.3)より

αEα(Gαf,Gαf) ≤ ‖f‖2 (2.5)

となる．また，不等式 α(u, u) ≤ Eα(u, u), u ∈ F から，

‖αGαf‖ ≤ ‖f‖, f ∈ L2(E;m). (2.6)

も得られる．更に，各 u ∈ F に対して，

‖αGαu− u‖2 ≤ 1

α
Eα(αGαu− u, αGαu− u) = αEα(Gαu,Gαu)− 2Eα(Gαu, u) +

1

α
Eα(u, u)

≤ ‖u‖2 − 2‖u‖2 + 1

α
E(u, u) + ‖u‖2 =

1

α
E(u, u) → 0 (α→ ∞)

が成り立つ．f ∈ L2(E;m) に対しては，F が L2(E;m) において稠密であることから，任意の ε > 0 に対して，
‖f − u‖ < ε/2 を満たす u ∈ F が存在する． よって，(2.6)により，

‖αGαf − f‖ ≤ ‖αGαf − αGαu‖+ ‖αGαu− u‖+ ‖u− f‖ ≤ 2ε+ ‖αGαu− u‖ → 2ε (α→ ∞)

となる．よって，ε→ 0 とすることにより，Gα の (L2(E;m) における)強連続性：

‖αGαf − f‖ → 0 as α→ ∞, ∀ f ∈ L2(E;m)

が成り立つことが示された． 従って，Hille-Yosida の定理により {Gα, α > 0} に対応する生成作用素 (infinitesimal

generator) (A,D(A)) 及び定理の主張を満たす強連続半群 {Tt; t > 0} で，それぞれに対応する Resolvent が与えられ
た {Gα, α > 0} となるものが存在する：

(α−A)Gαf = f, Gαf =

∫ ∞

0

e−αtTtfdt, α > 0, f ∈ L2(E;m), (2.7)

D(A) =
{
u ∈ L2(E;m) : ∃ lim

t↓0

u− Ttu

t
strongly in L2(E;m)

}
, Au(x) := lim

t↓0

u− Ttu

t
, u ∈ D(A). (2.8)

ここで，D(A) = Gα

(
L2(E;m)

) であり，(2.7)の一つ目の等式の左辺は α > 0 に無関係であることに注意してお
く．実際，(2.4)により，u = Gαf, f ∈ L2(E;m) に対して，g = f − (α− β)u ∈ L2(E;m) とおくと，

u = Gαf = Gβ

(
f − (α− β)Gαf

)
= Gβ

(
f − (α− β)u

)
= Gβg
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より u ∈ Gβ(L
2(E;m)) となることがわかる．α, β > 0 の役割を入れ替えると Gα

(
L2(E;m)

)
= Gβ

(
L2(E;m)

)
. 次

に，各 α > 0 に対してGα : L2(E;m) → F は可逆であることを示そう．そのためには，Gαf = 0 ならば f = 0 であ
ることを示せばよい．そこで Gαf = 0 を仮定する．Resolvent方程式により，任意の β > 0 に対して

0 = β
(
Gβf −Gαf + (β − α)GβGαf

)
= βGβf

となる．よって，Gα の強連続性によって，

0 = βGβf → f as β → ∞

となるから，f = 0. ゆえに，Gα は可逆であることが分かった．
各 u ∈ D(A), α, β > 0 に対して，u = Gαf, f ∈ L2(E;m) とおくと，f = G−1

α u より，

Gαf −Gβf + (α− β)GαGβf = 0 ⇐⇒ u− βGβu = Gβ

(
G−1

α u− αu
)

となる．両辺に G−1
β を作用させると，

G−1
β u− βu = G−1

α u− αu ⇐⇒ Au := αu−G−1
α u = βu−G−1

β u

となり，生成作用素 Au, u ∈ D(A) = Gα(L
2(E;m))

(
⊂ F

) および Gα(L
2(E;m)) が α > 0 に依存せずに定まるこ

とがわかる．
とくに，u ∈ D(A), v ∈ F に対して，u = Gαf を満たす f ∈ L2(E;m) が存在することに注意すると，

E(u, v) = Eα(Gαf, v)− α(Gαf, v) = (f − αGαf, v) = (G−1
α u− αu, v) = −(Au, v)

が成り立つ．

補題 2.1 各 α > 0 に対して，

E(β)(f, g) := β(f − βGβf, g), f, g ∈ L2(E;m) (2.9)

とおき，E(β) を E の近似形式と呼ぶ．近似形式については，以下の性質が成立する：

(i) 0 < α ≤ β =⇒ 0 ≤ E(α)(f, f) ≤ E(β)(f, f), f ∈ L2(E;m);

(ii) E(β)(f, βGβf) ≤ E(β)(f, f), f ∈ L2(E;m), β > 0;

(iii) E(βGβf, βGβf) ≤ E(β)(f, f), f ∈ L2(E;m), β > 0;

(iv) E(β)(f, v) = E(βGβf, v), f ∈ L2(E;m), v ∈ F, β > 0.

Proof: (i): f ∈ L2(E;m) に対して，Schwarzの不等式と (2.6)より，

E(β)(f, f) = β
{
(f, f)− β(Gβf, f)

}
≥ β

{
‖f‖2 − ‖βGβf‖ · ‖f‖

}
≥ β(‖f‖2 − ‖f‖2) = 0.

次に，F (β) := E(β)(f, f), β > 0 とおく．このとき，任意の λ, µ > 0, λ 6= µ に対して，
F (λ)− F (µ)

λ− µ
=

λ(f − λGλf, f)− µ(f − µGµf, f)

λ− µ

= (f, f)− 1

λ− µ

{
(λ2 − µ2)(Gλf, f) + µ2(Gλf −Gµf, f)

}
= (f, f)− (λ+ µ)(Gλf, f) +

µ2

λ− µ

(
(λ− µ)GλGµf, f

)
= (f, f)− (λ+ µ)(Gλf, f) + µ2(Gµf,Gλf)

→ (f, f)− 2(µGµf, f) + (µGµf, µGµf) as λ→ µ
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= (f − µGµf, f − µGµf).

すなわち，F ′(µ) = ‖f − µGµf‖2 ≥ 0, µ > 0 となる. よって，β 7→ F (β) は単調非減少となるから (i)が成立する．
(ii): 各 β > 0, f ∈ L2(E;m) に対して，

E(β)(f, βGβf) = β(f − βGβf, βGβf) = β(f − βGβf, f)− β(f − βGβf, f − βGβf) ≤ E(β)(f, f).

(iii): 各 β > 0, f ∈ L2(E;m) に対して， Resolventの特徴付けと (ii)より

E(βGβf, βGβf) = Eβ(βGβf, βGβf)− β(βGβf, βGβf) = β(f, βGβf)− β(βGβf, βGβf)

= E(β)(f, βGβf) ≤ E(β)(f, f).

(iv): 各 f ∈ L2(E;m), v ∈ F に対して，

E(β)(f, v) = β(f, v)− β(βGβf, v) = Eβ(βGβf, v)− β(βGβf, v) = E(βGβf, v).

補題 2.2 u ∈ L2(E;m) とする．このとき，

u ∈ F ⇐⇒ sup
β>0

E(β)(u, u) <∞

が成り立つ．

Proof: u ∈ F とする．このとき，補題 2.1(i), (iv)及び (iii)により，

0 ≤ E(β)(u, u) = E(βGβu, u) ≤
√

E(βGβu, βGβu)
√

E(u, u) ≤
√
E(β)(u, u)

√
E(u, u)

が成り立つことから，
E(β)(u, u) ≤ E(u, u), β > 0

となる．よって，supβ>0 E
(β)(u, u) <∞ が成り立つ．

逆に，u ∈ L2(E;m)に対して，sup
β>0

E(β)(u, u) <∞を仮定する．このとき，再び補題 2.1(iii)により，任意の α > 0

に対して，
Eα(βGβu, βGβu) ≤ E(β)(u, u) + α(βGβu, βGβu) ≤ E(β)(u, u) + α‖u‖2

より，
sup
β>0

Eα(βGβu, βGβu) ≤ sup
β>0

E(β)(u, u) + α‖u‖2 <∞

となり，{βGβu}β>0 ⊂ FはHilbert空間 (F,Eα)において一様有界である．よって，Banach-Alaogluの定理及びBanach-

Saksの定理により，βn ↗ ∞ (n → ∞) を満たす適当な部分列 {βn}∞n=1 ⊂ {β > 0} が存在して，{βnGβn
u}∞n=1 の

Cesàro平均が (F,Eα) で強収束する．従って，L2(E;m) においても強収束する．一方，‖βGβu− u‖ → 0 (β → ∞)

が成り立つことから，極限の一意性により {βnGβnu}∞n=1 の Cesàro平均の強収束先も u であることがわかる．ゆえ
に u ∈ F となる．

次に，実 Hilbert空間 (H, 〈·, ·〉) 上に強連続で縮小的な Resolvent {Gα}α>0 が与えられているものとする：

(Gα.1) D(Gα) = H, α > 0;

(Gα.2) 〈Gαu, v〉 = 〈u,Gαv〉, α > 0, u, v ∈ H;

(Gα.3) Gαu−Gβu+ (α− β)GαGβu = 0, α, β > 0, u ∈ H;
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(Gα.4) ‖αGαu‖ ≤ ‖u‖, α > 0, u ∈ H.

(Gα.5) ‖αGαu− u‖ → 0 (α→ ∞), u ∈ H.

各 β > 0 に対して，H 上の二次形式 E(β) を (2.9)で定義する;

E(β)(u, v) := β〈u− βGβu, v〉, u, v ∈ H.

すると，(Gα.3)-(Gα.5) により，補題 2.1と全く同様に E(β) は，補題 2.1における以下の性質をもつことがわかる：

補題 2.3 (i) 0 < α ≤ β =⇒ 0 ≤ E(α)(f, f) ≤ E(β)(f, f), f ∈ H;

(ii) E(β)(f, βGβf) ≤ E(β)(f, f), f ∈ H, β > 0.

上の補題の (i) により，各 u ∈ H に対して，E(β)(u, u) は β > 0 に関して単調増加より

E(u, u) := ↑ lim
β→∞

E(β)(u, u) = sup
β>0

E(β)(u, u) ≤ ∞

が存在する．そうして，
F :=

{
u ∈ H : E(u, u) = sup

β>0
E(β)(u, u) <∞

}
と定める．

定理 2.2 F は H の部分空間である．また，各 u, v ∈ F に対して，

E(u, v) :=
E(u+ v, u+ v)− E(u− v, u− v)

4

と定めると，(E,F) は H 上の対称閉形式となる．また，以下の性質が成り立つ：

(i) 各 β > 0 に対して，Gβ(H) ⊂ F;

(ii) Eα(Gαf, v) = 〈f, v〉, f ∈ H, u ∈ F, α > 0. 但し，

Eα(u, v) := E(u, v) + α〈u, v〉, u, v ∈ F, α > 0;

(iii) E(βGβf, βGβf) ≤ E(β)(f, f), f ∈ H, β > 0;

(iv) E(β)(f, v) = E(βGβf, v), f ∈ H, v ∈ F, β > 0.

Proof: (i)(ii)より，{Gβ} は (E,F) の Resolventであることがわかるので，(iii)(iv)は補題 2.1より明らか．よって，
(i)(ii)を示すことにする．まず，u, v ∈ F, α ∈ R に対して，E(β)(αu, αu) = α2E(β)(u, u), β > 0 より，αu ∈ F であ
ることがわかる．また，

0 ≤ E(β)(u− v, u− v) = 2E(β)(u, u) + 2E(β)(v, v)− E(β)(u+ v, u+ v)

より，
E(β)(u+ v, u+ v) ≤ 2E(β)(u, u) + 2E(β)(v, v)

が成立することから，u+ v ∈ F が従う．よって，F が H の部分空間であることがわかる．
定理 2.1の後半の証明から，Gα(H) は α > 0 に無関係であることがわかる．そこで，u ∈ Gα(H) をとると，適

当な f ∈ H が存在して，u = Gαf となる．このとき，Resolvent方程式及び強連続性 (Gα.5) により，

E(β)(u, u) = β〈Gαf − βGβGαf,Gαf〉 = β〈Gβf − αGβGαf,Gαf〉

= β〈Gβ(f − αGαf), Gαf〉 → 〈f − αGαf,Gαf〉 (β → ∞)
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が成り立つ．すなわち，u ∈ F であり，

E(u, u) = 〈f − αGαf,Gαf〉, u = Gαf, f ∈ H (2.10)

が成り立つ．これは，Gα(H) ⊂ F であることを示している．また，(Gα.5) から，明らかに Gα(H) は H で稠密で
ある．従って，F は H の稠密な部分空間であることも分かる．次に，α > 0 に対して，(F,

√
Eα) が Hilbert空間で

あることを示す．そこで，{un} ⊂ F を √
Eα-Cauchy列とする：

lim
n,m→∞

Eα(un − um, un − um) = 0.

ところで，(u, u) ≤ (1/α)Eα(u, u), u ∈ F より，{un} は H における Cauchy列でもある．よって，適当な u ∈ H が
存在して，‖un−u‖ → 0 (n→ ∞) となる．以下，u ∈ F かつ Eα(un−u, un−u) → 0 (n→ ∞) を示す．(Gα.5) より

‖βGβun − βGβu‖ ≤ ‖un − u‖ → 0 (n→ ∞), β > 0

となるから，

E(β)(u, u) = β(u− βGβu, u) = lim
n→∞

β〈un − βGβun, un〉 = lim
n→∞

E(β)(un, un) ≤ lim sup
n→∞

E(un, un)

より，supβ>0 E
(β)(u, u) <∞ であることがわかる．よって，u ∈ F. 次に，任意の β > 0 に対して，

E(β)(un − u, un − u) = β
〈
(un − u)− βGβ(un − u), un − u

〉
= lim

m→∞
β
〈
(un − um)− βGβ(un − um), un − um

〉
= lim

m→∞
E(β)(un − um, un − um)

≤ lim sup
m→∞

E(un − um, un − um)

であり，最右辺は n を十分に大きくとると，β > 0 に対して，一様に小さくすることが出来る．よって，

E(un − u, un − u) → 0 (n→ ∞)

となることがわかる．ゆえに (F,Eα) は対称閉形式である．
最後に，(ii)を示そう．任意の f ∈ H, v ∈ F, α > 0 に対して，Gαf ∈ Gα(H) ⊂ F より，Resolvent方程式 (Gα.3)

及び強連続性 (Gα.5) から，

Eα(Gαf, v) = E(Gαf, v) + α(Gαf, v)

=
E(Gαf + v,Gαf + v)− E(Gαf − v,Gαf − v)

4
+ α〈Gαf, v〉

= lim
β→∞

E(β)(Gαf + v,Gαf + v)− E(β)(Gαf − v,Gαf − v)

4
+ α〈Gαf, v〉

= lim
β→∞

β
〈
Gαf − βGβGαf, v

〉
+ α〈Gαf, v〉

= lim
β→∞

β
〈
Gβ(f − αGαf), v

〉
+ α〈Gαf, v〉

= 〈f − αGαf, v〉+ α〈Gαf, v〉 = 〈f, v〉

となり，(ii)が示された．

ここでは，Resolventを通して (対称)閉形式との対応及び特徴付けを行ったが，Hilbert空間上の自己共役作用素
のスペクトル分解理論を用いると，半群を用いた閉形式の性質および特徴づけも可能である．次の定理は都合上省略
するが，後に用いるので結果だけ述べておく．

定理 2.3 {Tt; t > 0}, {Gα, α > 0} を H 上の (対称)閉形式 (E,F) に対応する強連続な半群とする．このとき，以
下のことが成立する：
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(i) 各 u ∈ H に対して，t 7→ (1/t)〈u− Ttu, u〉 (≥ 0) は t ↓ 0 のとき単調増加であり，

F =
{
u ∈ H : lim

t↓0

1

t

〈
u− Ttu, u

〉
<∞

}
, E(u, v) = lim

t↓0

1

t

〈
u− Ttu, v

〉
, u, v ∈ F.

(ii) 各 t > 0 に対して，Tt(H) ⊂ F, E(Ttu, Ttu) ≤ 1
2t

{
〈u, u〉 − 〈Ttu, Ttu〉

}
≤ E(u, u), u ∈ F.

定義 2.1 L2(E;m) 上の対称閉形式 (E,F) が次の性質を持つときMarkov的である，あるいは正規縮小に安定的であ
るという：

(E.3) ∀u ∈ F, T : R → R を正規縮小 =⇒ v := T (u) ∈ F, E(v, v) ≤ E(u, u).

ここで，T : R → R が 正規縮小 (a normal contraction)であるとは，∣∣T (t)∣∣ ≤ |t|,
∣∣T (t)− T (s)

∣∣ ≤ |t− s|, t, s ∈ R

を満たすときを言う．また，次の性質が成り立つとき，(E,F) は単位縮小に安定的であるという：

(E.3)′ ∀u ∈ F, v := 0 ∨ u ∧ 1 =⇒ v ∈ F, E(v, v) ≤ E(u, u).

Markov的である L2(E;m) 上の対称閉形式を (対称)Dirichlet形式と呼ぶ．

命題 2.1 (E,F) を L2(E;m) 上の対称閉形式とし，{Tt}t>0 及び {Gα}α>0 を，それぞれ対応する L2(E;m) 上の強
連続な半群，強連続な Resolventとする．このとき，以下の条件はすべて同値である:

(i) (E,F) はMarkov的である，すなわち，(E,F) は Dirichlet形式である;

(ii) (E,F) は単位縮小に安定的である，すなわち，(E,F) は (E.3)′ を満たす;

(iii) {Tt}t>0 はMarkov的である. i.e., f ∈ L2(E;m), 0 ≤ f ≤ 1, m-a.e. ⇒ 0 ≤ Ttf ≤ 1, m-a.e. for t > 0;

(iv) {Gα}α>0 はMarkov的である. i.e., f ∈ L2(E;m), 0 ≤ f ≤ 1, m-a.e. ⇒ 0 ≤ αGαf ≤ 1, m-a.e. for α > 0.

Proof: (iii)と (iv)の同値性は半群と Resolventの関係式より明らかである．また，U(t) := 0 ∨ t ∧ 1, t ∈ R は正規縮
小であるから，“(i)⇒(ii)” が成り立つ．
(ii)⇒(iv): f ∈ L2(E;m), 0 ≤ f ≤ 1 をとり，このとき，u = αGαf とおく．v := 0 ∨ u ∧ 1 とおくと，(E.3)′ より，
v ∈ F かつ E(v, v) ≤ E(u, u) が成立する．よって，

0 ≥ −1

2

{
E(u− v, u+ v) + E(u− v, u− v)

}
= −E(u, u− v)

= −Eα(u, u− v) + α(u, u− v) = −αEα(Gαf, u− v) + α(u, u− v)

= α(u− f, u− v) = α(u− v, u− v) + α(v − f, u− v).

ここで，

(v − f, u− v) =

∫
E

((
0 ∨ u(x) ∧ 1

)
− f(x)

)(
u(x)−

(
0 ∨ u(x) ∧ 1

))
m(dx)

=

∫
{u≤0}

(
− f(x)

)
u(x)m(dx) +

∫
{u(x)≥1}

(
1− f(x)

)(
u(x)− 1

)
m(dx)

≥ 0

が成り立つことから，(u−v, u−v) = ‖u−0∨u(x)∧1‖2 = 0でなければならない．よって，u(x) = 0∨u(x)∧1,m-a.e.

⇐⇒ αGαf(x) = 0 ∨ αGαf(x) ∧ 1, m-a.e，すなわち，0 ≤ αGαf(x) ≤ 1, m-a.e. が成り立つ．
(iv)⇒(i): 仮定により Gα は L∞(E;m) 上の有界線形作用素に拡張されることに注意しておく． 任意に u ∈ F をと
り，T : R → R を任意の正規縮小とする．このとき，任意の β > 0 に対して，(

T (u)− βGβT (u), T (u)
)
≤

(
u− βGβu, u

)
, u ∈ L2(E;m) (2.11)
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が成り立てば，補題 2.2より (i)が成立することが分かる，実際，u ∈ F であるから，(2.11)の右辺は，更に E(u, u)

で上から評価されるので，すべての β > 0 に対して，

E(T (u), T (u)) = sup
β>0

(
T (u)− βGβT (u), T (u)

)
≤ E(u, u) <∞

が成立することになる．
以下，(2.11) を示すことにする．各 u ∈ L2(E;m) に対して un(x) := (−n)∨

(
u(x)∧n

)
, x ∈ E, n ∈ N とおくと，

un ∈ L2(E;m) ∩ L∞(E;m) であり，また (Gα.4) より∣∣∣(un − βGβun, un)− (u− βGβu, u)
∣∣∣ =

∣∣∣((un − u)− βGβ(un − u), un
)
+ (u− βGβu, un − u)

∣∣∣
≤

(
‖un − u‖+ ‖βGβ(un − u)‖

)
‖un‖+ ‖u− βGβu‖ · ‖un − u‖

≤ 2‖un − u‖ · ‖un‖+
(
‖u‖+ ‖βGβu‖

)
‖un − u‖

≤ 2‖un − u‖
(
‖un‖+ 2‖u‖

)
≤ 6‖u‖ · ‖un − u‖

が成り立つ．両辺 n→ ∞ とすると，右辺は，β > 0 に一様に (無関係に) 0 に収束することがわかる．よって，有界
な un に対して (2.11) を示せば十分であることがわかる．ところで，有界な u ∈ L2(E;m) に対しては，単調増加で
有界な単関数列 {φn} が存在して，‖φn − u‖ → 0 (n→ ∞) と出来る．よって，(2.11) を有界な単関数 u に対して示
せば十分であることがわかる．そこで，

φ(x) =

n∑
i=1

ai1Ai
(x), x ∈ E,

とおく．但し，max{|ai| : i = 1, 2, . . . , n} < ∞, ai 6= aj , Ai ∩ Aj = ∅, (i 6= j) かつ⋃n
i=1Ai = E とする．このと

き，各 i, j = 1, 2, . . . , n に対して，

Λij :=
(
1Ai − βGβ1Ai , 1Aj

)
, Γij :=

(
βGβ1Ai , 1Aj

)
, λi := (1Ai , 1Ai)

とおくと，Gβ の対称性より Λij = Λji, Γij = Γji が成り立つ．また，{Gα}α>0 はMarkov的であることから，
n∑

i=1

Γij =

n∑
i=1

(βGβ1Ai
, 1Aj

) =
(
βGβ

( n∑
i=1

1Ai

)
, 1Aj

)
= (βGβ1, 1Aj

) ≤ (1, 1Aj
) = λj

となる．また，Λij = (1Ai
, 1Aj

) − (βGβ1Ai
, 1Aj

) = λiδij − Γij である (但し，δij は Kronecker のデルタである)．
よって，

(
φ− βGβφ,φ

)
=

∫
E

{ n∑
i=1

ai1Ai
− aiβGβ1Ai

} n∑
j=1

aj1Aj
dm

=

n∑
i,j=1

aiaj

∫
E

(
1Ai

− βGβ1Ai

)
1Aj

dm

=

n∑
i,j=1

aiajΛij =

n∑
i,j=1

aiaj
(
λiδij − Γij

)
=

∑
i<j

Γij(ai − aj)
2 +

n∑
j=1

a2j
(
λj −

n∑
i=1

Γij

)
が成り立つ．ここで，T : R → R を任意の正規縮小とすると，(

T (ai)− T (aj)
)2 ≤ (ai − aj)

2,
(
T (ai)

)2 ≤ a2i , i, j = 1, 2, . . . , n

であるから， (
T (φ)− βGβ

(
T (φ)

)
, T (φ)

)
=

∑
i<j

Γij

(
T (ai)− T (aj)

)2
+

n∑
j=1

(
T (aj)

)2(
λj −

n∑
i=1

Γij

)
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≤
∑
i<j

Γij(ai − aj)
2 +

n∑
j=1

a2j
(
λj −

n∑
i=1

Γij

)
=

(
φ− βGβφ,φ

)
が成り立つ．よって，u ∈ L∞(E;m) ∩ L2(E;m) に対して，φn ↗ u m-a.e. を満たす単函数列 {φn} を選べば，

E(β)
(
T (φn), T (φn)

)
≤ E(β)(φn, φn).

そして，n→ ∞ とし，その後 β → ∞ とすれば (i)が得られる．

補題 2.4 (E,F) を L2(E;m) 上のDirichlet形式とし，{Gα;α > 0} を対応する強連続な Resolventとする．このとき，
任意の u ∈ F, α > 0 に対して，

Eα(βGβu− u, βGβu− u) → 0 (β → ∞).

Proof: はじめに，各 α > 0 に対して，D(A) ⊂ F が Hilbert空間 (F,Eα) の稠密な部分空間であることを示そう．任
意に u, v ∈ F をとり，それを固定する．このとき，各 β > 0 に対して，補題 2.1(iv)から，E(βGβu, v) = E(β)(u, v)

に注意して，補題 2.1(ii),(iv)を用いると，

E(βGβu, βGβu) = E(β)(u, βGαu) ≤ E(β)(u, u)

となる．よって，

E(βGβu, βGβu) ≤ E(β)(u, u) = E(βGβu, u) ≤
√

E(βGβu, βGβu)
√

E(u, u),

すなわち，E(βGβu, βGβu) ≤ E(u, u) が成り立つ．更に，‖βGβu‖ ≤ ‖u‖ に注意すると，

Eα(βGβu, βGβu) ≤ Eα(u, u) (2.12)

が任意の α > 0 に対して成り立つ．よって，u ∈ F に対して，

sup
β>0

Eα(βGβu, βGβu) ≤ Eα(u, u) <∞

が成り立つから，Banach-Alaoglu の定理及び Banach-Saksの定理を用いることにより，適当な部分列 {βn} が存在
して，βn → ∞ (n → ∞) かつ {βnGβnu} の Cesàro 平均は u に，ノルム

√
Eα(·, ·) に関して強収束する．一方，

βnGβnu ∈ Gβn

(
L2(E;m)

)
= D(A) であるから，D(A) は (F,

√
Eα) の稠密な部分空間であることがわかる．

u ∈ D(A) に対して，適当な f ∈ L2(E;m) が存在して，u = Gαf となる．このとき，

Eα(βGβu− u, βGβu− u) = (βGβf − f, βGβu− u) → 0 (β → ∞)

である．任意の w ∈ F 及び ε > 0 に対して，
√
Eα(w − u,w − u) < ε/2 を満たす u ∈ D(A) が存在する．よって，

ノルム √
Eα に対する三角不等式，及び (2.12)より√

Eα(βGβw − w, βGβw − w) ≤
√
Eα(βGβw − βGβu, βGβw − βGβu)

+
√
Eα(βGβu− u, βGβu− u) +

√
Eα(u− w, u− w)

≤ 2
√

Eα(w − u,w − u) +
√

Eα(βGβu− u, βGβu− u)

< 2ε+
√

Eα(βGβu− u, βGβu− u) → 2ε (β → ∞)

であり，ε→ 0 とすることにより，任意の w ∈ F に対して，βGβw → w (β → ∞) w.r.t.
√
Eα が成り立つ．

定義 2.2 L2(E;m) 上の Dirichlet 形式 (E,F) は，次の条件を満たすとき 正則 (regular) であるという：
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(1) F ∩ C0(E) は F において，E1 に関して稠密である；

(2) F ∩ C0(E) は C0(E) において，‖ · ‖∞ に関して稠密である．

但し，C0(E) は台がコンパクトな E 上の連続関数全体を表す．

補題 2.5 (E,F) を L2(E;m) 上の Dirichlet形式とする．(E,F) が正則であるならば，次が成立する：

∀u ∈ C0(E), ∃ {un}∞n=1 ⊂ F ∩ C0(E) s.t.

supp[un] ⊂ {x ∈ E : u(x) 6= 0}
(
⊂ supp[u]

)
, n = 1, 2, 3, . . . ,

lim
n→∞

‖un − u‖∞ = 0.

Proof: u ∈ C0(E) を任意に取る．仮定より {ũn}∞n=1 ⊂ F ∩C0(E) で，‖u− ũn‖∞ < 1/n, n = 1, 2, . . . を満たすもの
が存在する． 任意の ε > 0 に対して，

(ũn)
(ε) := ũn(x)−

{(
(−ε) ∨ ũn(x)

)
∧ ε

}
, x ∈ E

とおくと，(ũn)
(ε) は ũn の正規縮小であり，更に ε→ 0 のとき，

‖(ũn)(ε) − ũn‖∞ = ‖
(
(−ε) ∨ ũn

)
∧ ε‖ ≤ ε→ 0

となる．そこで，ε = 1/n とおくと，u(x) = 0 となる x ∈ E に対しては |ũn(x)| = |ũn(x) − u(x)| < 1/n より，
(ũn)

(1/n)(x) = 0 となる．よって，un := (ũn)
(1/n) とおくと，un ∈ F ∩ C0(E) であり，

supp[un] ⊂ {x ∈ E : u(x) 6= 0}
(
⊂ supp[u]

)
, n = 1, 2, 3, . . . ,

かつ
‖un − u‖∞ ≤ ‖un − ũn‖∞ + ‖ũn − u‖∞ ≤ 1

n
+

1

n
=

2

n
→ 0, n→ ∞

となる．

定理 2.4 L2(E;m) 上の Dirichlet形式 (E,F) は次の性質を持つ：

(i) u, v ∈ F =⇒ u ∧ v, u ∨ v, u ∧ 1 ∈ F.

(ii) u ∈ F =⇒ un := (−n ∨ u) ∧ n ∈ F (n = 1, 2, . . .) かつ lim
n→∞

E1(un − u, un − u) = 0.

Proof: (i). u ∈ F に対して，|u| は u の正規縮小だから，|u| ∈ F かつ E(|u|, |u|) ≤ E(u, u) が成り立つ．よって，

u ∨ v =
1

2

(
u+ v + |u− v|

)
, u ∧ v =

1

2

(
u+ v − |u− v|

)
から，u ∨ v, u ∧ v ∈ F は分かる． u ∧ 1 は u の正規縮小であるから，u ∧ 1 ∈ F も出てくる．

(ii). 各 n ∈ Nに対して，un :=
(
−n∨u

)
∧nはuの正規縮小だから un ∈ F, E(un, un) ≤ E(u, u). 次に，k < ℓに対

して uk は uℓの正規縮小でもあるから，E(uk, uk) ≤ E(uℓ, uℓ)が成り立つ．よって，{E(un, un)}∞n=1は有界な単調増加列
となるから，有限な値 lim

n→∞
E(un, un) (≤ E(u, u))が存在する．一方，v ∈ Gα(L

2(E;m))
(
⇔ v = Gαf, f ∈ L2(E;m)

)
に対して，

E1(uk, v) = E1(uk, G1f) = (uk, f) → (u, f) = E1(u,G1f) = E1(u, v), k → ∞

より，

E1(un − u, un − u) = E1(un, un)− 2E1(un, u) + E1(u, u) ≤ 2E1(u, u)− 2E1(un, u) → 0 (n→ ∞).
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2.2 例
ここでは，典型的なDirichlet形式の例をいくつか挙げる．D ⊂ Rd を開集合とする．m(dx) = dx はD 上の Lebesgue

測度を表す．

例題 2.1 A(x) = (aij(x)) を，d 次正方行列値可測函数で次の条件を満たすものとする：

(a.1) 任意の i, j に対して，aij = aji ∈ L1
loc(D) := L1

loc(D; dx);

(a.2) (一様楕円性:uniformly ellipticity) 適当な λ > 0 が存在して，

λ|ξ|2 ≤
d∑

i,j=1

aij(x)ξiξj , x ∈ D, ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξd) ∈ Rd.

このとき，
E(u, v) =

d∑
i,j=1

∫
D

aij(x)
∂u

∂xi
(x)

∂u

∂xj
(x)dx, u, v ∈ C∞

0 (D) (2.13)

で定義される対称な二次形式 (E, C∞
0 (D)) は L2(D; dx) 上のMarkov的な可閉形式となる．

まず，C∞
0 (D) の元 u に対して，E(u, u) <∞ となることに注意する．実際，u ∈ C∞

0 (D) の台はコンパクトなの
で，それを K とおくと，aij は K 上では可積分関数だから，

E(u, u) ≤
d∑

i,j=1

∫
K

∣∣aij(x)| · ∣∣∣ ∂u
∂xi

∂u

∂xj

∣∣∣dx ≤
d∑

i,j=1

(
sup
x∈K

∣∣∣ ∂u
∂xi

(x)
∂u

∂xj
(x)

∣∣∣) ∫
K

|aij(x)|dx <∞.

次に可閉性であるが，{un} ⊂ C∞
0 (D) を

E(un − um, un − um) → (n,m→ ∞), (un, un) → 0 (n→ ∞)

を満たすとする．すると，(a.2)により

λ

∫
D

∣∣∣∇(un − um)
∣∣∣2dx ≤

d∑
i,j=1

∫
D

aij

(∂un
∂xi

− ∂um
∂xi

)(∂un
∂xj

− ∂um
∂xj

)
dx = E(un − um, un − um)

であるから，各 i = 1, 2, . . . , d に対して {∂un/∂xi} は L2(D) において Cauchy列となる．よって，適当な vi ∈ L2(D)

が存在して，∫
D

∣∣ ∂u
∂xi

− vi
∣∣2dx→ 0 (n→ ∞) となる．一方，任意の φ ∈ C∞

0 (D) に対して，部分積分の公式により∫
D

un(x)
∂φ

∂xi
(x)dx = −

∫
D

∂un
∂xi

(x)φ(x)dx, i = 1, 2, . . . , d

が成り立つ．(un, un) → 0 (n→ ∞)であることに注意して，両辺 n→ ∞とすると，左辺は 0に，右辺は −
∫
D
viφdx

に収束する．一方，φ ∈ C∞
0 (D) は任意だったから，vi = 0 が分かる．よって，∂un/∂xi は 0 に L2(D) において強収

束するから，適当に部分列 {nk} をとると，∂unk
/∂xi は 0 に D 上 a.e. で収束する．すると，Fatouの補題によって

E(un, un) =

∫
D

lim
nk→∞

d∑
i,j=1

aij(x)
(∂un
∂xi

− ∂unk

∂xi

)(∂un
∂xj

− ∂unk

∂xj

)
dx

≤ lim
nk→∞

∫
D

d∑
i,j=1

aij(x)
(∂un
∂xi

− ∂unk

∂xi

)(∂un
∂xj

− ∂unk

∂xj

)
dx

= lim
nk→∞

E(un − unk
, un − unk

)

となることから，n→ ∞ とすると E(un, un) → 0 を得る．従って，E は可閉形式であることが分かる．
最後に E がMarkov的であることの証明であるが，(E.3) や (E.3)′ より弱い次の条件 (実は，閉形式の場合は同値

になる)を示すことによって行う:
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(E.3)′′ 任意の ε > 0 に対して，次の条件を満たす ϕε : R → R が存在する：

ϕε(t) = t, t ∈ [0, 1], −ε ≤ ϕε(t) ≤ 1 + ε, t ∈ R, 0 ≤ ϕε(s)− ϕε(t) ≤ s− t, s > t, (2.14)

u ∈ D[E] =⇒ ϕε(u) ∈ D[E], E(ϕε(u), ϕε(u)) ≤ E(u, u). (2.15)

軟化子の考えを使うことにより，任意の ε > 0 に対して (2.14) を満たす関数 ϕε ∈ C∞(R) が存在することは明らか．
この ϕε を用いると，u ∈ C∞

0 (D) に対して，ϕε(u) ∈ C∞
0 (D) であることもわかる．0 ≤ ϕ′ε(t) ≤ 1 に注意すると

E(ϕε(u), ϕε(u)) =

d∑
i,j=1

∫
D

aij(x)
∂ϕε(u)

∂xi
(x)

∂ϕε(u)

∂xj
dx

=

d∑
i,j=1

∫
D

aij(x)
(
ϕ′ε(u(x))

)2 ∂u
∂xi

(x)
∂u

∂xj
dx ≤ E(u, u)

が成り立つ．ゆえに，Markov的であることがわかった．

この例で，D = Rd, aij(x) = δij(x) とおいて定義される二次形式:

E(u, v) =
d∑

i=1

∫
Rd

∂u

∂xi
(x)

∂u

∂xj
(x)dx = D(u, v)

は Dirichlet積分であり，このとき，C∞
0 (Rd) の閉包が 1 階の Sobolev空間と一致することは知られている：

F := C∞
0 (Rd)

√
D1

=W 1,2
0 (Rd) =W 1,2(Rd) =

{
u ∈ L2(R) : ∂u/∂xi ∈ L2(Rd), i = 1, 2, . . . , d

}
.

ここで，u ∈ L2(Rd) に対して， ∂u/∂xi は超関数の意味での微分を意味する．また，

Ttu(x) :=
1

(2πt)d/2

∫
Rd

u(y)e−|x−y|2/2tdy, u ∈ L2(Rd), t > 0 (2.16)

とおくと，{Tt, t > 0} は ( 12D,W
1,2(Rd)) に対応する半群となる．さらに，

−1

2
∆u(x) = lim

t↓0

u(x)− Ttu(x)

t
, x,∈ Rd, u ∈ C2

0 (Rd)

が成り立つ．なお，この極限は一様収束である．u ∈ W 2,2(Rd) のときは L2(Rd) のノルムでの収束となる．ここで
は，簡単のため各点収束のみ確認しておく． 1/(2πt)d/2

∫
Rd e

−|h|2/2tdh = 1 に注意すると，

u(x)− Ttu(x)

t
=

1

t

{
u(x)− 1

(2πt)d/2

∫
Rd

u(y)e−|x−y|2/2tdy
}

= −1

t
· 1

(2πt)d/2

∫
Rd

(
u
(
x+ h

)
− u(x)

)
e−|h|2/2tdh (y 7→ x+ h)

=
1

t
· 1

(2πt)d/2

∫
Rd

(∫ 1

0

(1− s)′
d

ds

{
u(x+ sh)

}
ds
)
e−|h|2/2tdh

=
1

t
· 1

(2πt)d/2

∫
Rd

([
(1− s)∇u(x+ sh) · h

]1
0
−

∫ 1

0

(1− s)
d2

ds2
{
u(x+ sh)

}
ds
)
e−|h|2/2tdh

=
1

t
· 1

(2πt)d/2

∫
Rd

{
−

d∑
i=1

∂u

∂xi
(x)hi −

∫ 1

0

(1− s)

d∑
i,j=1

∂2u

∂xi∂xj
(x+ sh)hihjds

}
e−|h|2/2tdh

= −1

t
· 1

(2πt)d/2

{ d∑
i=1

∂u

∂xi
(x)

∫
Rd

hie
−|h|2/2tdh

=0

+ t1+d/2
d∑

i,j=1

∫ 1

0

(1− s)
(∫

Rd

∂2u

∂xi∂xj
(x+ s

√
th)hihje

−|h|2/2dh
)
ds
}

(h 7→
√
th)
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= − 1

(2π)d/2

d∑
i,j=1

∫ 1

0

(1− s)
(∫

Rd

∂2u

∂xi∂xj
(x+ s

√
th)hihje

−|h|2/2dh
)
ds

→ − 1

(2π)d/2

d∑
i,j=1

∂2u

∂xi∂xj
(x)

∫ 1

0

(1− s)
(∫

Rd

hihje
−|h|2/2dh {

=0 if i ̸=j

= (2π)d/2 if i=j

)
ds (t ↓ 0)

= −
d∑

i=1

∂2u

∂x2i
(x)

∫ 1

0

(1− s)ds = −1

2
∆u(x)

となる．ここで，6つ目の等号では Fubiniの定理を，“→” では Lebesgueの収束定理と関数 u の 2階の偏導関数の連
続性を用いた．

例題 2.2 m を D 上の至る所正である Radon測度とし，J(x, dy) を，次を満たす D 上の核とする：

(J.1)

∫
A

J(x,B)m(dx) =

∫
B

J(x,A)m(dx), ∀A,B ∈ B(D).

(J.2) x 7→
∫
y ̸=x

(
1 ∧ |x− y|2

)
J(x, dy) ∈ L1

loc(D;m).

このとき， 
E(u, v) :=

∫∫
D×D\diag

(
u(x)− u(y)

)(
v(x)− v(y)

)
J(x, dy)m(dx),

D[E] :=
{
u ∈ L2(D;m) : E(u, u) <∞

} (2.17)

で定義される二次形式 (E,D[E]) は L2(D;m) 上の Dirichlet形式となる．ここで，diag = {(x, x) : x ∈ D} である．
なお， 一般に (E,D[E]) は正則かどうかはわからない．しかし，(J.2)の条件によって，D 内にコンパクト台をもつ
Lipschitz連続関数全体 C lip

0 (D) が D[E] に含まれることがわかるので，C lip
0 (D) の閉包を Fとおくと，(E,F) は正則

な Dirichlet形式となることがわかる．以下，これらのことを示す．

まず，D 上の Borel関数 u に対して，u = 0, m-a.e. ならば E(u, u) = 0 を満たすことを示す．そのために，コン
パクト集合の単調増大列 {Kn} で，Kn ⊂ Kn+1,

⋃∞
n=1Kn = D となるものをとる．このとき，各 n に対して，

K̃n = {(x, y) : x, y ∈ Kn, |x− y| > 1/n} とおくと，(J.1)より，∫∫
K̃n

(
u(x)− u(y)

)2
J(x, dy)m(dx) =

∫∫
K̃n

u(y)2J(x, dy)m(dx) =

∫∫
1K̃n

(x, y)u(y)2J(x, dy)m(dx)

=

∫∫
1K̃n

(x, y)u(y)2J(y, dx)m(dy) = 0

が成り立つから，n→ ∞ とすれば E(u, u) = lim
n→∞

∫∫
K̃n

(
u(x)− u(y)

)2
J(x, dy)m(dx) = 0 が得られる．

次に，三角不等式
∣∣|t| − |s|

∣∣ ≤ |t− s|, s, t,∈ R より，u ∈ D[E] ならば

E(|u|, |u|) =
∫∫

D×D\diag

(
|u(x)| − |u(y)|

)2
J(x, dy)m(dx) ≤

∫∫
D×D\diag

(
u(x)− u(y)

)2
J(x, dy)m(dx) = E(u, u)

となるから，Markov的であることがわかる．
次に {un} ⊂ D[E] を E1(un − um, un − um) → 0 (n,m→ ∞) を満たすとする．ūn(x, y) = un(x)− un(y), x, y ∈

D, x 6= y とおくと，{ūn} は L2(D×D\diag; J(x, dy)m(dx))-Cauchy列となるから収束列となる．よって，適当な∫∫
N1
J(x, dy)m(dx) = 0 をみたす N1 ∈ B(D × D \ diag) と部分列 {nk} 及び関数 ū が存在して，ūnk

(x, y) →
ū(x, y), (x, y) ∈ (D×D \ diag) \N1 (nk → ∞) が成り立つ．また，{un} は L2(D;m) の収束列でもあるから，必要
ならば部分列をさらに取ることにより，適当な関数 u ∈ L2(D;m) と m(N2) = 0 を満たす N2 ∈ B(D) が存在して，
unk

(x) → u(x), x ∈ D \N2 (nk → ∞) となる．(J.1)により，N2 ×N2 \ diag は測度 J(x, dy)m(dx) の零集合である
ことがわかる．Ñ = N1 ∪ (N2 ×N2 \ diag) も測度 J(x, dy)m(dx) の零集合である．よって，(x, y) ∈ D ×D \ Ñ に
対して， ∣∣ū(x, y)− (

u(x)− u(y)
)∣∣ = lim

nk→∞

∣∣ūnk
(x, y)−

(
u(x)− u(y)

)∣∣
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≤ lim
nk→∞

{
|unk

(x)− u(x)|+ |unk
(y)− u(y)|

}
= 0

である．すなわち，ū(x, y) = u(x)− u(y), J(x, dy)m(dx)-a.e. である．ゆえに，

E(u− um, u− um) =

∫∫
D×D\diag

lim
nk→∞

(
(unk

(x)− um(x))− (unk
(y)− um(y))

)2
J(x, dy)m(dx)

≤ lim
nk→∞

E(unk
− um, unk

− um)

となり，最右辺は m を十分大きくとることでいくらでも小さくできる．よって， {un} は E1 に関して u に収束す
ることがわかった．最後に，u ∈ C lip

0 (D) に対して，

‖u‖lip := sup
x,y∈D,x ̸=y

|u(x)− y(y)|
|x− y|

(<∞), ‖u‖∞ = sup
x∈D

|u(x)|

とおき，u の台を K (⊂ D) とすると，(J.1)及び u(x) = 0, x ∈ D \K により∫∫
D×D\diag

(
u(x)− u(y)

)2
J(x, dy)m(dx) =

∫∫
K×K\diag

(
u(x)− u(y)

)2
J(x, dy)m(dx) + 2

∫∫
K×(D\K)

u(x)2J(x, dy)m(dx)

≤
∫∫

K×K\diag
|x−y|<1

(
u(x)− u(y)

)2
J(x, dy)m(dx) +

∫∫
K×K

|x−y|≥1

(
u(x)− u(y)

)2
J(x, dy)m(dx)

+ 2‖u‖2∞
∫
K

∫
D\K

J(x, dy)m(dx)

≤ ‖u‖2lip
∫∫

K×K\diag
|x−y|<1

|x− y|2J(x, dy)m(dx) + 4‖u‖2∞
∫∫

K×K
|x−y|≥1

J(x, dy)m(dx)

+ 2‖u‖2∞
∫
K

∫
D\K

J(x, dy)m(dx)

≤
(
‖u‖2lip ∨ 4‖u‖2∞

)∫
K

( ∫
D, y ̸=x

(
1 ∧ |x− y|2

)
J(x, dy)

)
m(dx) <∞.

となることから，C lip
0 (D) ⊂ D[E] がわかる．

2.3 容量
はじめに，以下で必要となる解析的結果について述べておく．(E,F) を L2(E;m) 上の正則な Dirichlet形式とする．
また，O を E の開集合全体を表す．A ∈ O に対して，

LA :=
{
u ∈ F : u ≥ 1 m-a.e. on A

}
Cap(A) :=

{
inf E1(u, u), if LA 6= ∅
∞, if LA = ∅

とおく． さらに，任意の A ⊂ E に対しては，

Cap(A) := inf
{
Cap(O) : O ∈ O, A ⊂ O

}
とおく．これを A の 1-容量，あるいは単に容量という．

補題 2.6 O0 =
{
A ∈ O : LA 6= ∅

} とおく．A ∈ O0 に対して，次を満たす LA の元 eA が一意的に存在する：

E1(eA, eA) = Cap(A), (2.18)

0 ≤ eA ≤ 1 m-a.e., eA = 1 m-a.e. on A. (2.19)

eA は以下の性質を持つ：
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(i) eA は次の条件を満たす唯一の元である：

eA = 1 m-a.e. on A, E1(eA, v) ≥ 0, ∀ v ∈ F with v ≥ 0 m-a.e. on A;

(ii) v ∈ F, v = 1 m-a.e. on A =⇒ E1(eA, v) = Cap(A);

(iii) A,B ∈ O0, A ⊂ B =⇒ eA ≤ eB m-a.e.

Proof: (i): まず，LA は凸集合であることに注意する：

u, v ∈ LA, 0 ≤ λ ≤ 1 =⇒ λu+ (1− λ)v ∈ LA.

これにより，eA の一意性が出る．実際，u, v を共に LA の元で，

E1(u, u) = E1(v, v) = inf
{
E1(w,w) : w ∈ LA

}
を満たすとすると，LA の凸性により (u+ v)/2 ∈ LA. よって，

E1(u, u) = E1(v, v) ≤ E1

(u+ v

2
,
u+ v

2

)
=

1

4
E1(u, u) +

1

2
E1(u, v) +

1

4
E1(v, v)

が成り立ち，従って，E1(u, u) = E1(v, v) ≤ E1(u, v) が成立することがわかる．また，

0 ≤ E1(u− v, u− v) = E1(u, u)− 2E(u, v) + E1(v, v) ≤ E1(u, u)− 2E(u, u) + E1(u, u) = 0

となるから，u = v が出る．
次に，Cap の定義により，LA の関数列 {un} で， lim

n→∞
E1(un, un) = Cap(A) となるものが存在する．一方，

(un + um)/2 ∈ LA に注意して，中線定理を用いると
1

2
E1(un, un) +

1

2
E1(um, um) = E1

(un − um
2

,
un − um

2

)
+ E1

(un + um
2

,
un + um

2

)
≥ 1

4
E1(un − um, un − um

)
+Cap(A)

が成り立つ．LA は Hilbert空間 (F,E1) の閉集合であることから，この両辺において n,m→ ∞ とすると，
1

4
E1(un − um, un − um

)
≤ 1

2
E1(un, un) +

1

2
E1(um, um)− Cap(A) → 0 (n,m→ ∞)

となる．すなわち，{un} は E1-Cauchy列である．よって，{un} は LA の元 eA に E1 の位相で収束し，(2.18)が成
立する．v = (0 ∨ eA) ∧ 1 とおけば v ∈ LA であり，また E の性質により，

Cap(A) ≤ E(v, v) ≤ E(eA, eA) = Cap(A).

よって，v = eA. これは (2.19)を示している．
任意に v ∈ F を，v ≥ 0 m-a.e. on A を満たすようにとる．すると，各 ε > 0 に対して eA + εv ≥ 1 m-a.e. on A

より，eA + εv ∈ F. よって，
E1(eA + εv, eA + εv) ≥ E1(eA, eA)

が成り立つ．これを整理すると，ε2E1(v, v) + 2εE1(eA, v) ≥ 0 となり，従って，εE1(v, v) + 2E1(eA, v) ≥ 0 が成り立
つ．ε ↓ 0 とすると，(i) が成り立つことがわかる．
逆に u ∈ LA が (i)の条件を満たすとする．すなわち，

u = 1 m-a.e. on A, E1(u, v) ≥ 0, ∀ v ∈ F with v ≥ 0 m-a.e on A

とする．いま，任意に w ∈ LA に対して，v := w − u ≥ 0 m-a.e. on A であるから，

E1(w,w) = E1(u+ v, u+ v) = E1(u, u) + 2E1(u, v) + E1(v, v) ≥ E1(u, u)
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が成り立つ．よって，u = eA である．
(ii): v ∈ F を v = 1 m-a.e. on A を満たすとすると，eA − v = 0 m-a.e. on A より，(i) から E1(eA, eA − v) ≥ 0

となる．同じく，v − eA = 0 m-a.e. on A から E1(eA, v − eA) ≥ 0 が成り立つ．よって，

E1(eA, v) = E1(eA, eA) = Cap(A).

最後に，(iii) を示すために，まず次が成り立つことに注意する：

E1(u
+, u−) ≤ 0, u ∈ F, u+ := max{u, 0}, u− := max{−u, 0}.

実際，u ∈ F に対して u+ = (|u|+u)/2, u− = (|u|−u)/2 より，E が正規縮小に関して安定的であることを用いると，

E1(u
+, u−) = E1

( |u|+ u

2
,
|u| − u

2

)
=

1

4

(
E1(|u|, |u|)− E1(u, u)

)
≤ 0.

さて，A,B ∈ O0 を A ⊂ B を満たすとする．このとき，

eA − eA ∧ eB =
(
eA − eB)

+ ≥ 0

となり，また (2.19) より， これは A 上で m-a.e. で 0 となる．さらに，

eB − eA ∧ eB =

{
eB − eA, if eA ≤ eB

0, if eA ≥ eB
=

{
−(eA − eB), if eA − eB ≤ 0

0, if eA − eB ≥ 0
=

(
eA − eB)

−

に注意しておく．ところで，eA ∧ eB = 1 m-a.e. on A であるから，(2.18)及び (i) を用いると，

0 ≤ E1

(
eA − (eA ∧ eB), eA − (eA ∧ eB)

)
= E1(eA, eA)− E1(eA, eA ∧ eB)− E1(eA ∧ eB , eA) + E1(eA ∧ eB , eA ∧ eB)

= Cap(A)− Cap(A) + E1

(
eA − (eA ∧ eB),−(eA ∧ eB)

)
= E1

(
eA − (eA ∧ eB), eB − (eA ∧ eB)

)
− E1

(
eB , eA − (eA ∧ eB)

)
= E1

(
(eA − eB)

+, (eA − eB)
−)− E1

(
eB , (eA − eB)

+
)

= E1

(
(eA − eB)

+, (eA − eB)
−)− E1

(
eB , (eA − eB)

+
)
≤ 0.

よって，eA = eA ∧ eB となる.

補題 2.7 (i) A,B ∈ O0 A ⊂ B =⇒ Cap(A) ≤ Cap(B)

(ii) A,B ∈ O0 =⇒ Cap(A ∪B) + Cap(A ∩B) ≤ Cap(A) + Cap(B)

(iii) Am ⊂ Bm, Am, Bm ∈ O0 =⇒

Cap
( n⋃

m=1

Bm

)
− Cap

( n⋃
m=1

Am

)
≤

n∑
m=1

(
Cap(Bm)− Cap(Am)

)
(2.20)

(iv) {An} ⊂ O0, An ⊂ An+1 =⇒ Cap
( ∞⋃

n=1

An

)
= lim

n→∞
Cap(An)

Proof: (i) は eB ≥ eA ≥ 1 m-a.e. on A より明らかである．(ii)を示そう． A,B ∈ O0 に対して eA ∨ eB = 1, m-a.e.

on A ∪B, eA ∧ eB = 1, m-a.e. on A ∩B より，

Cap(A ∪B) + Cap(A ∩B) ≤ E1(eA ∨ eB , eA ∨ eB) + E1(eA ∧ eB , eA ∧ eB)

=
1

4
E1

(
eA + eB + |eA − eB |, eA + eB + |eA − eB |

)
+

1

4
E1

(
eA + eB − |eA − eB |, eA + eB − |eA − eB |

)
18



=
1

2
E1(eA + eB , eA + eB) +

1

2
E1(|eA − eB |, |eA − eB |)

≤ E1(eA, eA) + E1(eB , eB) = Cap(A) + Cap(B).

(2.20)は，帰納法によって示そう．そこで，Am ⊂ Bm, Am, Bm ∈ O0 をとる．n = 2 のときは，(i)(ii)より，

Cap(B1 ∪B2) + Cap(A1) ≤ Cap
(
B1 ∪ (B2 ∪A1)

)
+Cap

(
B1 ∩ (B2 ∪A1)

)
≤ Cap(B1) + Cap(B2 ∪A1)

であり，同様に

Cap(B2 ∪A1) + Cap(A2) ≤ Cap
(
B2 ∪ (A1 ∪A2)

)
+Cap

(
B2 ∩ (A1 ∪A2)

)
≤ Cap(B2) + Cap(A1 ∪A2)

が成り立つ．これら辺々加えると，

Cap(B1 ∪B2)− Cap(A1 ∪A2) ≤
(
Cap(B1)− Cap(A1)

)
+

(
Cap(B2)− Cap(A2)

)
となる．よって，n = 2 について成立することがわかる．n ≥ 2 に対して，k = 1, 2, . . . , n について (2.20)が成立
すると仮定すると，k = n + 1 について，A′ =

⋃n
k=1Ak, B

′ =
⋃n

k=1Bk とおくと，A′ ⊂ B′, A′, B′ ∈ O0 より，
A′, B′, An+1, Bn+1 については，

Cap(B′ ∪Bn+1)− Cap(A′ ∪An+1) ≤
(
Cap(B′)− Cap(A′)

)
+
(
Cap(Bn+1)− Cap(An+1)

)
であり，左辺は Cap

( n+1⋃
k=1

Bk

)
− Cap

( n+1⋃
k=1

Ak

)
であり，右辺第一項に帰納法の仮定を用いると，

Cap(B′)− Cap(A′) = Cap
( n⋃

k=1

Bk

)
− Cap

( n⋃
k=1

Ak

)
≤

n∑
k=1

(
Cap

(
Bk

)
− Cap

(
Ak

))
となる．よって，すべての n ∈ N について (2.20)が成立することがわかった．
最後に，任意の n について An ⊂ An+1 ⊂

⋃∞
k=1Ak より，(iv) は lim

n→∞
Cap(An) = sup

n
Cap(An) < ∞ のとき示

せば十分であることがわかる．そこで，supn Cap(An) < ∞ とする．このとき，各 n,m ∈ N, n > m に対して，補
題 2.6(ii)より，

E1(eAn
− eAm

, eAn
− eAm

) = E1(eAn
, eAn

)− 2E1(eAm
, eAn

) + E1(eAm
, eAm

)

= Cap(An)− 2Cap(Am) + Cap(Am)

= Cap(An)− Cap(Am) −→ 0 (n,m→ ∞)

となることがわかるので， {eAn
} は E1-Cauchyである．ゆえに，適当な e ∈ F が存在して，

E1(eAn
− e, eAn

− e) → 0 (n→ ∞)

となる．また，補題 2.6(iii)により，eAm
≤ eAn

m-a.e., n > m であるから， e = 1, m-a.e. on A :=

∞⋃
n=1

An が成り

立つことがわかる．次に，任意に v ∈ F, v ≥ 0 m-a.e. on A を取ると，

E1(e, v) = lim
n→∞

E1(eAn , v) ≥ 0

より，再び補題 2.6(i)によって，e = eA となることがわかる．ゆえに，

Cap(A) = E1(eA, eA) = lim
n→∞

E1(eAn , eAn) = lim
n→∞

Cap(An).
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これまでは，開集合族 O についてのみ容量を考えてきたが，すべての E の部分集合に対して，次のように拡張
することが出来る： A ⊂ E に対して，

Cap(A) := inf
{
Cap(O) : O ∈ O, A ⊂ O

}
(2.21)

すると，Cap は次の意味での Choquet容量となることがわかる：

定理 2.5 (i) A ⊂ B =⇒ Cap(A) ≤ Cap(B)

(ii) An ⊂ An+1 =⇒ Cap
( ∞⋃

n=1

An

)
= sup

n
Cap(An)

(iii) An : compact, An ⊃ An+1 =⇒ Cap
( ∞⋂

n=1

An

)
= inf

n
Cap(An)

Proof: (i)は明らか．(ii)を示すために，{An} を E の部分集合の集合列で An ⊂ An+1 を満たすとし，A =
⋃∞

n=1An

とおく．このとき，各 n ∈ N について An ⊂ A であるから，(i)より supn Cap(An) ≤ Cap(A) となる．よって，

Cap(A) ≤ sup
n

Cap(An)

を示せば十分である．また supn Cap(An) = ∞ ならば明らかだから，初めから supn Cap(An) <∞ として示せば十
分である． Cap(An) の定義から，

∀ ε > 0, ∃On ∈ O0 with An ⊂ On s.t. Cap(An) ≤ Cap(On) ≤ Cap(An) +
ε

2n
. (2.22)

すると，An ⊂ An+1 を用いると，挟みうちの原理により

lim
n→∞

Cap(On) = lim
n→∞

Cap(An) = sup
n

Cap(An)

となることに注意しておく．また，m ≤ n に対して，

Cap(Am) ≤ Cap(Am ∩An) ≤ Cap(Om ∩On) ≤ Cap(Om) ≤ Cap(Am) +
ε

2m

より，
n∑

m=1

(
Cap(Om)− Cap(Om ∩On)

)
≤

n∑
m=1

ε

2m
< ε

が成立する. よって，補題 2.7(iii)を用いると，

Cap
( n⋃

m=1

Om

)
− Cap(On) = Cap

( n⋃
m=1

Om

)
− Cap

( n⋃
m=1

(Om ∩On)
)

≤
n∑

m=1

(
Cap(Om)− Cap(Om ∩On)

)
< ε

であるから，
lim

n→∞
Cap

( n⋃
m=1

Om

)
≤ lim

n→∞
Cap(On) + ε

が成立する．ところで，O =
⋃∞

n=1On とおくと，A ⊂ O, O ∈ O より，補題 2.7(iv)から

Cap(A) ≤ Cap(O) = lim
n→∞

Cap(

n⋃
m=1

Om)
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が成り立つから，(2.22)に注意すると

Cap(A) ≤ Cap(O) ≤ lim
n→∞

(
Cap(An) +

ε

2n

)
+ ε = lim

n→∞
Cap(An) + ε.

ε > 0 は任意だったので ε ↓ 0 とすることにより (ii)が成り立つことがわかる．
次に，各 nについて，Anをコンパクト集合とし，An ⊃ An+1を満たすものとする．このとき，(iii)は inf

n
Cap(An) ≤

Cap
( ∞⋂

n=1

An

)
を，右辺が有限のときに示せば十分である．すると，

∀ ε > 0, ∃O ∈ O with

∞⋂
n=1

An ⊂ O s.t. Cap(O) ≤ Cap
( ∞⋂

n=1

An

)
+ ε.

すると，An ⊃ An+1 より，
∞⋂

n=1

An =

∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak ⊂ O

に注意すると，ある番号 n0 が存在して，任意の n ≥ n0 について An ⊂ O となる．従って，Cap(An) ≤ Cap(O) が
すべての n ≥ n0 について成立するので，(iii)が成り立つ．

定義 2.3 (i) x ∈ A, A ⊂ E に関する主張に関して，適当な Cap(N) = を満たすある N(⊂ A) が存在して，各
x ∈ A \N についてその主張が成立するとき，その主張は A 上 q.e.で成立するという．

(ii) 開集合 O ⊂ E に対して，O 上 q.e.で定義された関数 f が O 上準連続 (quasi-continuous on O)であるとは，
任意の ε > 0 に対して，適当な (相対)開集合 G ⊂ O が存在して，Cap(G) < ε を満たし，f を O \G に制限
すると，その上で f が連続関数となるときをいう．特に，O \ G を O ∪ {∆} \ G に代えたもので成り立つと
き，f は狭い意味で O 上準連続 (quasi-continuous in the restricted sense on O)であるという．

(iii) 次の条件を満たす閉集合の集合列 {Fn} を E 上の巣 (nest)という：

Fn ⊂ Fn+1, n = 1, 2, . . . , Cap(E \ Fn) → 0 as n→ ∞.

(iv) E 上の巣 {Fn} がm-正則 (m-regular)であるとは，任意の k ∈ N に対して，

supp[IFk
m] = Fk

を満たすときをいう．

補題 2.8 {Fn} を E 上の巣とする．各 k ∈ N に対して，F ′
k := supp[IFk

m] とおくと，{F ′
n} は E 上の m-正則巣

となる．

Proof: 各 k ∈ N に対して，F ′
k := supp[IFk

m] =
{
x ∈ E : ∀U ∈ O with x ∈ U,m(U ∩ Fk) > 0

} とおく．すると，
F ′
k は閉集合であり，F ′

k ⊂ Fk となる．また，m(Fk \ F ′
k) = 0 となる．実際，

Gk = E \ Fk, G′
k = E \ F ′

k, k = 1, 2, 3, . . .

とおくと，
Gk ⊂ G′

k =
{
x ∈ E : ∃ O ∈ O with x ∈ O s.t. m(O ∩ Fk) = 0

}
.

ところで，E は可分であるから，稠密な可算部分集合 {x1, x2, x3, . . .}が存在する．各 xi に対して，その近傍 Oi ∈ O

を１つとる．ただし，xi ∈ G′
k となるときの Oi はm(O ∩ Fk) = 0 を満たす O とする．すると E =

∞⋃
i=1

Oi である．

ここで，xi ∈ G′
k となる i 全体を I で表すと，

Gk ⊂ G′
k ⊂

⋃
i∈I

Oi
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となることがわかる．すると，測度 m の劣加法性により，

m(G′
k −Gk) ≤

∑
i∈I

m(Oi ∩ Fk) = 0.

次に，
LG′

k
= LGk

であることを示す． Gk ⊂ G′
k より LGk

⊃ LG′
k
は明らか．そこで，u ∈ LGk

をとると，u ≥ 1 m-a.e. on Gk である．
このとき，A = {x ∈ G′

k \Gk : u(x) < 1}とおくと，A ⊂ G′
k \Gk より m(A) = 0である．すなわち，u(x) ≥ 1 m-a.e.

on G′
k である．よって，

Cap(G′
k) = Cap(Gk) = Cap(E \ Fk) → 0 as k → ∞

となり，{F ′
k} が E 上の巣であることがわかった．また， x ∈ F ′

k をとると，x ∈ O を満たす任意のO ∈ O に対して，

m(O ∩ F ′
k) ≥ m(O ∩ Fk)−m(Fk \ F ′

k) = m(O ∩ Fk) > 0

より，E 上の巣 {F ′
k} は m-正則であることがわかる．

定義 2.4 E 上の巣 {Fn} に対して，

C
(
{Fn}

)
:=

{
u : 各 n ∈ N に対して, u|Fn

は連続}
,

C∞
(
{Fn}

)
:=

{
u : 各 n ∈ N に対して, u|Fn∪{∆} は連続

}
と定める (f(∆) = 0 であったことに注意する)．すると，明らかに，

C∞
(
{Fn}

)
⊂ C

(
{Fn}

)
, C∞(E) ⊂ C∞

(
{Fn}

)
, C(E) ⊂ C

(
{Fn}

)
が成り立つことがわかる．

定理 2.6 (i) S を可算個の E 上の準連続関数の集合とする．または，可算個の狭い意味での E 上の準連続関数の
集合とする．このとき，

S ⊂ C
(
{Fn}

) または S ⊂ C∞
(
{Fn}

)
を満たす E 上の m-正則な巣 {Fn} が存在する．

(ii) {Fn} を E 上の m-正則な巣とする．このとき，u ∈ C
(
{Fn}

) に対して，
u(x) ≥ 0 m-a.e. =⇒ u(x) ≥ 0 for x ∈

∞⋃
n=1

Fn

が成り立つ．

Proof: (i) u を準連続関数とする．すると，各 k ∈ N に対して，適当な開集合 Gk が存在して，Cap(Gk) < 1/k かつ
u|E\Gk

は連続関数となる．F̃k := E \Gk, Fn :=
⋃n

k=1 F̃k とおくと，{Fn} は E 上の巣であり，かつ u ∈ C
(
{Fn}

)
となる．そこで S = {u1, u2, u3, . . .} とし，各 ui は準連続関数とする．各 ℓ ∈ N に対して，次を満たすような E 上
の巣 {F (ℓ)

k }k が存在する：
uℓ ∈ C

(
{F (ℓ)

k }
)
, Cap(E \ F (ℓ)

k ) <
1

2ℓ
· 1
k
.

次に，Fk =
⋂∞

ℓ=1 F
(ℓ)
k とおくと，容量の劣加法性から，

Cap(E \ Fk) ≤
∞∑
ℓ=1

Cap(E \ F (ℓ)
k ) ≤ 1

k
.

よって，{Fn} は E 上の巣であることがわかる．また， S ⊂ C
(
{Fn}

) であることがわかる．よって，後は補題 2.8

に沿って正則化を行えばよい．
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(ii) ある x ∈
⋃∞

n=1 Fn で u(x) < 0 とする．すると，ある k が存在して，x ∈ Fk となる．また， u|Fk
は連続で

あるから，適当な x の近傍 O ∈ O が存在して，

u(y) < 0, y ∈ O ∩ Fk

である．一方， {Fn} は m-正則な巣であるから，m(O ∩ Fk) > 0 でなければならないが，これは仮定に反する．

今の定理から，次の系が成り立つ．

系 2.1 関数 u が E 上準連続でかつ u ≥ 0 m-a.e. が成り立つならば，u ≥ 0 q.e. となる．

次に，開集合上で定義された準連続関数の性質について述べる．

補題 2.9 G ⊂ E を開集合とする．このとき，u を G 上の準連続関数とし，u ≥ 0 m-a.e. on G を満たすならば，
u ≥ 0 q.e. on G が成り立つ．

定義 2.5 与えられた 2 つの関数 u, v があって，u が v の (狭い意味での)準連続修正であるとは，u は E 上の (狭
い意味での)準連続関数であって，u = v m-a.e.が成立するときをいう．

定理 2.7 u ∈ F は，狭い意味での準連続修正を持つ．

Proof: まず，次の不等式が成り立つことを見る：

Cap
(
{x ∈ E : |u(x)| > λ}

)
≤ 1

λ2
E1(u, u), λ > 0, u ∈ F ∩ C(E). (2.23)

任意の λ > 0, u ∈ F ∩ C(E) に対して，G = {x ∈ E : |u(x)| > λ} とおく． G ∈ O かつ |u|/λ ∈ LG に注意すると，

Cap(G) ≤ 1

λ2
E1(|u|, |u|) ≤

1

λ2
E1(u, u)

である．次に，(E,F) の正則性から，各 u ∈ F に対して適当な un ∈ F ∩ C0(E) が存在して，

E1(un − u, un − u) → 0 as n→ ∞

を満たす．従って，適当な部分列 {nk} を取り出して，

E1(unk+1
− unk

, unk+1
− unk

) < 2−3k, k = 1, 2, 3, . . .

とすることが出来る．すると，上の不等式により Gk :=
{
x ∈ E : |unk+1

(x)− unk
(x)| > 2−k

} とおくと，
Cap(Gk) ≤ 22k · E1

(
unk+1

− unk
, unk+1

− unk

)
< 2−k

が成り立つ．そこで，Fk :=
⋂∞

ℓ=kG
c
ℓ, k = 1, 2, . . . とおくと {Fk} は単調増加な閉集合の集合列で，

Cap(E − Fk) ≤
∞∑
ℓ=k

Cap(Gℓ) ≤
∞∑
ℓ=k

2−ℓ → 0 as k → ∞

を満たす．従って，{Fk} は E 上の巣となる．また，各 x ∈ Fk および N > k に対して，p ≥ q > N ならば，

|unp
(x)− unq

(x)| ≤
∞∑

ℓ=N

|unℓ+1
(x)− unℓ

(x)| ≤
∞∑

ℓ=N

2−ℓ ≤ 2−N+1 → 0 as N → ∞.

これは，各 k に対して，unℓ
|Fk∪{∆} が ℓ→ ∞ とするとき一様収束することを意味している．但し，un ∈ C0(E) で

あるから un(∆) = 0 に自然に拡張されている．そこで，

ũ(x) = lim
ℓ→∞

unℓ
(x), x ∈

∞⋃
k=1

Fk

とおくと，各 un は連続関数であるから，ũ は連続関数である．しかも ũ ∈ C∞
(
{Fk}

) である．また，明らかに
u = ũ m-a.e. である．

各 u ∈ F に対して， ũ を u の (狭い意味での)準連続修正とする．このとき，F̃ :=
{
ũ : u ∈ F

} とおく．
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補題 2.10 不等式 (2.23)は，任意の u ∈ F̃ に対しても成立する．

Proof: 任意の u ∈ F̃を準連続修正とする F の元を v とする．このとき，{un} ⊂ F ∩ C0(E) で，un が v に E1 に
関して収束するものが存在する．定理 2.7の証明によって，任意の ε > 0 に対して，Cap(G) < ε を満たす適当な開
集合 G で，un が u に E \G 上一様に収束するようにできる．従って，λ > ε1 > 0 を満たす任意の λ, ε1 に対して，
十分大きい n については

{x ∈ E : |u(x)| > λ} ⊂
{
x ∈ E : |un(x)| > λ− ε1

}
∪G

が成立することが分かる．すると，容量の単調性と劣加法性，更には (2.23)によって，

Cap
(
{x ∈ E : |u(x)| > λ}

)
≤ E1(un, un)

(λ− ε1)2
+ ε

が成り立つ．したがって，n→ ∞ とした後，ε1 → 0, そうして ε→ 0 とすることにより，(2.23)が u ∈ F に対して
成立することが分かる．

定理 2.8 (i) {un} ⊂ F̃ を E1-Cauchy列とすると，適当な部分列 {unk
} 及び u ∈ F̃ が存在して，unk

が u に q.e.

で収束し，{un} は E1 に関して収束する．

(ii) {un} ⊂ F を E1-Cauchy列とする．un の適当な準連続修正 ũn に対して，{ũn} がある関数 ũ に q.e.で収束す
るならば，ũ ∈ F̃ であり，かつ {un} は ũ に E1-収束する．

Proof: (ii)は (i)から従うことが分かる．よって，以下 (i)を示す．そこで，{un} ⊂ F̃ かつ E1(un − um, un − um) →
0 (n,m→ ∞) が成り立つと仮定する．このとき，補題 2.10の不等式によって，定理 2.7の証明における議論とまった
く同様に，適当な部分列 {nℓ}及び単調減少な開集合の列 {Ok}で，Cap(Ok) → 0 (k → ∞),かつ各 k に対して，{unℓ

}
は E \ Ok 上一様収束するようにできる．u を極限関数とし，任意の ε > 0 に対して開集合 G1 を Cap(G1) < ε/2,

かつ十分大きい k に対して G1 ⊃ Ok を満たすようにとる．また，定理 2.6によって，開集合 G2 を Cap(G2) < ε/2,

かつ各 ℓ に対して，unℓ
が E \G2 上で連続関数となるように取ることができる．ここで，G = G1 ∪G2 とおくと，

Cap(G) < ε が成り立ち，さらに {unℓ
} は E \G 上で一様に u に収束することがわかる．よって， unℓ

→ u q.e. と
なることがわかる．もちろん，明らかに u ∈ F̃ であることもわかる．

定理 2.9 B ⊂ E を任意の集合とする．このとき，以下が成り立つ．

(i) Cap(B) = inf
u∈B

E1(u, u). 但し，L :=
{
u ∈ F : ũ(x) ≥ 1 q.e. on B

} である;

(ii) LB 6= ∅ ならば，次を満たす LB の元 eB が一意的に存在する:

Cap(B) = E1(eB , eB); (2.24)

(iii) 0 ≤ eB ≤ 1, m-a.e. であり，ẽB = 1, q.e. on B.

Proof: まず (ii)を示す．補題 2.6の証明と同様に LB は実 Hilbert空間 (F,E1) の閉凸集合であることが分かるので，
E1(eB , eB) ≤ E1(u, u), u ∈ LB を満たす eB ∈ F がただ一つ存在することが分かる． 次に，任意の ε > 0 に対して，
適当な開集合 A ∈ O で，B ⊂ A, Cap(B) > Cap(A)− ε を満たすものが存在する．補題 2.6により，eA ∈ LB がわ
かるから，Cap(A) = E1(eA, eA) ≥ E1(eB , eB) が成立する．よって，

Cap(B) > Cap(A)− ε ≥ E1(eB , eB)− ε

となることから，不等式 “≥” が成立する．
逆の不等式を示すために，eB の準連続修正 ẽB を考える．各 ε > 0 に対して，Cap(Aε) < ε, ẽB |E\Aε

は連続関
数であり，かつ ẽB ≥ 1 on B ∩ (E \ Aε) が成り立つような開集合 Aε をとる．また，eε を開集合 Aε に対して補題
2.6に現れる LAε

の関数とする．
Gε :=

{
x ∈ E \Aε : ẽB > 1− ε

}
∪Aε
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とおくと Gε は開集合であり，B ⊂ Gε となる．さらには，eB + eε ≥ 1− ε, m-a.e. on Gε を満たす．よって，

Cap(B) ≤ Cap(Gε) ≤
E1(eB + eε, eB + eε)

(1− ε)2

≤ 1

(1− ε)2
·
(√

E1(eB , eB) +
√

E1(eε, eε)
)2

≤ 1

(1− ε)2
·
(√

E1(eB , eB) +
√
ε
)2

となることから，ε→ 0 とすることで (2.24)が得られる．
(i) は (ii)の帰結としてすぐわかる．また，(iii)は補題 2.6と同様に示すことが出来る．

2.4 エネルギー有限な測度
(E,B(E)) 上の正値 Radon測度 µ がエネルギー有限な測度 (measure of finite energy integral) であるとは，適当な
C > 0 が存在して， ∫

E

|v(x)|µ(dx) ≤ C
√

E1(v, v), ∀ v ∈ F ∩ C0(E) (2.25)

を満たすときをいう．このとき，Rieszの表現定理を用いると，µ がエネルギー有限な測度であるための必要十分条
件は，『任意の α > 0 に対して適当な Uαµ ∈ F が存在して，

Eα(Uαµ, v) =

∫
E

v(x)µ(dx), ∀ v ∈ F ∩ C0(E)

が成り立つこと』であることがわかる．Uαµ を µ に関する α-potentialという．

定義 2.6 {Tt : t > 0} を (E,F) に対応する L2(E;m) 上の Markov 半群とする．このとき，u ∈ L2(E;m) が
{Tt : t > 0} に関して α-超過関数 (α-excessive function)であるとは，

u ≥ 0 m-a.e., e−αtTtu ≤ u m-a.e. for ∀ t > 0 (2.26)

が成り立つときをいう，

定理 2.10 u ∈ F, α > 0 に対して，以下の条件はすべて同値である：

(i) u は適当な測度に関する α-potential関数；

(ii) u は α-超過関数；

(iii) u ≥ 0 m-a.e., βGα+βu ≤ u m-a.e. for ∀β > 0；

(iv) Eα(u, v) ≥ 0, ∀v ∈ F with v ≥ 0 m-a.e.；

(v) Eα(u, v) ≥ 0, ∀v ∈ F ∩ C0(E) with v ≥ 0.

Proof: “(ii)⇒(iii)” は関係式：Gβu =

∫ ∞

0

e−βtTtudt により分かる．実際，u を α-超過関数とすると，

Gα+βu =

∫ ∞

0

e−(α+β)tTtudt ≤
∫ ∞

0

e−βtudt =
1

β
u, m−a.e.

より (iii)がわかる．次に (iii)を仮定する．このとき，近似形式 E(β)(u, v) := β(u − βGβu, v), u, v ∈ L2(E;m) にお
いて，α > 0 に対し

E(β)
α (u, v) := β(u− βGα+βu, v), u, v ∈ L2(E;m)
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とおくと，Resolvent方程式と Gα の強連続性から，

E(β)
α (u, v)− E(β)(u, v) = β(u− βGα+βu, v)− β(u− βGβu, v)

= β2α(Gα+βGβu, v)

= α(βGα+βu, βGβv) → α(u, v) as β → ∞,

すなわち，
lim
β→∞

(
E(β)
α (u, v)− E(β)(u, v)

)
= α(u, v)

となる．また，近似形式の性質： lim
β→∞

E(β)(u, v) = E(u, v) より，

lim
β→∞

E(β)
α (u, v) = lim

β→∞

(
E(β)
α (u, v)− E(β)(u, v)

)
+ lim

β→∞
E(β)(u, v)

= α(u, v) + E(u, v) = Eα(u, v).

が成り立つ．よって，
Eα(u, v) = lim

β→∞
β(u− βGβ+αu, v).

ところで，(iii)の仮定から，βGβ+αu ≤ u m-a.e. であるから，v ∈ F, v ≥ 0 である限り，

∀β > 0, β(u− βGβ+αu, v) ≥ 0,

従って，(iv)が成立することがわかる．
(iv)を仮定する．すると，u は，閉凸集合

Lu := {w ∈ F : w ≥ u m-a.e.}

において，汎関数 w 7→ Eα(w,w) を最小にする唯一の元となることがわかる．これは，補題 2.6 における平衡ポ
テンシャルの存在性を示すやり方と全く同じようにできる．ところで，u ≤ |u| m-a.e. より，|u| ∈ Lu. よって，
Eα(u, u) ≤ Eα(|u|, |u|) が成り立つが， (E,F) がMarkov的であることから，Eα(u, u) = Eα(|u|, |u|) となる．よって，
u の存在の一意性により，u = |u| ≥ 0 となる． また，

Gαv − e−αtGαTtv =

∫ t

0

e−αsTsvds ≥ 0, v ∈ F with v ≥ 0

に注意すると，仮定から

(u− e−αtTtu, v) = (u, v − e−αtTtv) = Eα

(
u,Gα(v − e−αtTtv)

)
≥ 0, v ∈ F with v ≥ 0

となる．よって，u は α-超過関数であることがわかる．すなわち，(ii)が示された．“(iv)⇒(v)”は明らか．“(i)⇒(v)”

も明らかである．
(v)を仮定する．Dirichlet形式 (E,F) は正則であるから，任意の v ∈ F に対して，適当な関数列 {vn} ⊂ F∩C0(E)

が存在して， lim
n→∞

E1(vn − v, vn − v) = 0 と出来る．
次に，ϕ(t) = (|t|+ t)/2, t ∈ R とおくと，ϕ(0) = 0,

∣∣ϕ(t)− ϕ(s)
∣∣ ≤ |t− s|, t, s ∈ R が成り立つ．すなわち，ϕ

は正規縮小である．よって，再び (E.F) がMarkov的であることを用いて ϕ(vn) ∈ F ∩ C0(E) がわかる．さらに，

lim
n→∞

E1

(
ϕ(vn)− ϕ(v), ϕ(vn)− ϕ(v)

)
= 0

となる．ところで，任意の v ∈ F with v ≥ 0 に対して，ϕ(v) = v, ϕ(vn) = v+n ≥ 0 より，

Eα(u, v) = lim
n→∞

Eα(u, v
+
n ) ≥ 0

となる．これは，“(v)⇒(iv)”が云えたことになる．
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再び (v)を仮定する．
I(v) := Eα(u, v), v ∈ F ∩ C0(X)

とおく．すると，
v ∈ F ∩ C0(E), v ≥ 0 =⇒ I(v) = Eα(u, v) ≥ 0

及び，各 v1, v2 ∈ F ∩ C0(E), a, b ∈ R に対して，

I(av1 + bv2) = Eα(u, av1 + bv2) = a1I(v1) + bI(v2)

が成立する．すなわち，I : F ∩ C0(E) −→ R は正値線形汎関数である．
次に，K ⊂ E を任意のコンパクト集合とし，vK を次のようにとる：

vK ∈ F ∩ C0(E), vK ≥ 1 on K.

このとき，台が K に含まれる任意の v ∈ F ∩ C0(E) に対して，∣∣I(v)∣∣ ≤ ‖v‖∞I(vK)

が成り立つ．更に，正則性及び補題 2.5から，任意の w ∈ C0(E) は supp[w] ⊃ supp[vn] ) (n ∈ N) を満たす関数列
vn ∈ F ∩C0(E) によって一様近似出来る．すなわち，I は C0(E) 上の正値線形汎関数に拡張できる． よって，適当
な正値 Radon測度 µ が存在して，

I(v) =

∫
E

v(x)µ(dx), v ∈ C0(E)

を満たす．特に，
I(v) = Eα(u, v) =

∫
E

v(x)µ(dx), v ∈ F ∩ C0(E)

であることから， µ はエネルギー有限な測度，従って u は測度 µ に関する α-potential 関数となっていることがわ
かる．よって，(i)が示された．

系 2.2 u1, u2 ∈ F がともに α-potential関数であれば，u1 ∧ u2 及び u1 ∧ 1 もそうである．

Proof: 各 i = 1, 2 に対して，0 ≤ u1 ∧ u2 ≤ ui, m-a.e. であり，0 ≤ u1 ∧ 1 ≤ u1, m-a.e. である．また，ui が
α-potentialであることから e−αtTtui ≤ ui, m-a.e. が各 t > 0 について成立する．よって，Tt の positivity preserving

の性質により，
e−αtTt(u1 ∧ u2) ≤ e−αtTtui ≤ ui, e−αtTt(u1 ∧ 1) ≤ e−αtTtu1 ≤ u1

が成り立つことがわかる．よって，u1 ∧ u2 及び u1 ∧ 1 はともに α-potentialであることがわかる．

以下，S0 を E 上のエネルギー有限な正値 Radon測度全体を表すものとする．

補題 2.11 µ ∈ S0, α > 0 とする．このとき，

gn(x) := n
(
Uαµ(x)− nGn+α(Uαµ)(x)

)
, x ∈ E, n = 1, 2, . . .

とおくと，gn ·m は µ に獏収束 (converges vaguely)し，Gαgn は Uαµ に Eα-弱収束する． ここで，E 上の Radon

測度の列 νn が同じく E 上の Radon測度 ν に獏収束とするとは，任意の f ∈ C0(E) に対して，

lim
n→∞

∫
E

f(x)νn(dx) =

∫
E

f(x)ν(dx) (2.27)

が成り立つことをいう．
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Proof: µ がエネルギー有限な測度であるから，u = Uαµ とおく．定理 2.10により，u は α-excessiveであることから，
gn ≥ 0, m-a.e. がわかる．更に，Resolvent方程式及び，補題 1.4 より

Eα(Gαgn, v) = (gn, v) = n(u− nGn+αu, v) = nEα(Gα(u− nGn+αu), v)

= nEα(Gn+αu, v) =
n

n+ α
Eα

(
(n+ α)Gn+αu, v

)
→ Eα(u, v) (n→ ∞)

となる．特に (gn, v) →
∫
E

v(x)µ(dx) (n→ ∞) が任意の v ∈ F ∩ C0(E) に対して成立する．

補題 2.12 任意の µ ∈ S0 に対して，µは容量 0の集合に chargeしない，すなわち，A ∈ B(E)に対して，Cap(A) = 0

ならば µ(A) = 0 となる．

Proof: 任意の µ ∈ S0 に対して，

µ(G) ≤
√
E1(U1µ,U1µ)

√
Cap(G), G ∈ O0

を示す．これが示されれば明らかに証明は終了することがわかる．これは，先の補題を α = 1 として適用することで
示される．実際，

µ(G) ≤ lim inf
n→∞

∫
G

gn(x)m(dx) ≤ lim inf
n→∞

(gn, eG)

≤
√
E1(U1µ,U1µ) ·

√
E1(eG, eG)

であり，右辺の第二項は Cap(G) に等しい．

定理 2.11 任意の µ ∈ S0 に対して， F̃ ⊂ L1(E;µ),

Eα(Uαµ, v) =

∫
E

ṽ(x)µ(dx), α > 0, v ∈ F.

ここで，ṽ は v ∈ F の (狭い意味の)準連続修正であり，F̃ はそのような ṽ 全体を表す．

Proof: (E,F) の正則性によって，各 v ∈ F に対して， lim
n→∞

E1(vn − v, vn − v) = 0 を満たす vn ∈ F ∩ C0(E) が存在
する．このとき，定理 2.8より，適当な部分列 {vnk

} ⊂ {vn} が存在して，vnk
は E 上 q.e.で ṽ に収束することがわ

かる．一方，µ はエネルギー有限な測度であるから，(2.25)が各 vn について成立する．よって，補題 2.12と Fatou

の補題により，任意の n ∈ N に対して，∫
E

∣∣ṽ(x)− vn(x)
∣∣µ(dx) ≤ lim inf

k→∞

∫
E

∣∣vnk
(x)− vn(x)

∣∣µ(dx)
≤ C · lim inf

k→∞

√
E1(vnk

− vn, vnk
− vn)

が成り立つ．これにより，ṽ ∈ L1(E;µ) であること，及び {vn} が ṽ に L1(E;µ)-収束することがわかる．また，各
n ∈ N について

Eα(Uαµ, vn) =

∫
E

vn(x)µ(dx)

であることから，両辺 n→ ∞ とすると，

Eα(Uαµ, v) =

∫
E

ṽ(x)µ(dx)

が成立する．

µ ∈ S0 に対して，
Eα(µ) := Eα(Uαµ,Uαµ) (2.28)

とき，µ の α-エネルギー積分 (α-energy integral of µ)とよぶ．
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補題 2.13 µ, ν ∈ S0 及び α > 0 に対して，u1 = Uαµ, u2 = Uαν とおく．このとき，

(i) もし ũ1 ≤ ũ2 µ-a.e.が成り立つならば，u1 ≤ u2 m-a.e. を満たす．

(ii) 適当な C > 0 に対して，ũ1 ≤ C µ-a.e.を満たすならば，u1 ≤ C m-a.e.が成り立つ．

Proof: (i): u = u1 ∧ u2 とおくと，ũ = ũ1 µ-a.e. であり，また 系 2.2より，u は α-potentialであるから，

Eα(u1, u) =

∫
E

ũ(x)µ(dx) =

∫
E

ũ1(x)µ(dx) = Eα(u1, u1)

である．また， u ≤ u1 m-a.e. であり，かつ

Eα(u− u1, u− u1) = −Eα(u, u1 − u)− Eα(u1, u− u1) = −Eα(u, u1 − u) ≤ 0

となるので，u1 = u = u1 ∧ u2 ≤ u2 m-a.e. となる．
(ii): u2 = u1 ∧ C とおくと ũ2 = ũ1 µ-a.e. であり，u2 は α-potentialだから，(i)の証明と同様に

Eα(u1, u2) =

∫
E

ũ2(x)µ(dx) =

∫
E

ũ1(x)µ(dx) = Eα(u1, u1)

となる．よって，u2 ≤ u1 m-a.e. から

Eα(u2 − u1, u2 − u1) = −Eα(u2, u1 − u2)− Eα(u1, u2 − u1) = −Eα(u2, u1 − u2) ≤ 0

となり，u1 = u2 ≤ C m-a.e. がわかる．

次の，S0 の部分集合 S00 を導入しよう：

S00 :=
{
µ ∈ S0 : µ(E) <∞, ‖U1µ‖∞ <∞

}
(2.29)

但し，‖ · ‖∞ は L∞-normを表す． 補題 2.13は次の補題を導く：

補題 2.14 各 µ ∈ S0 に対して，適当なコンパクト集合の増大列 {Fn} が存在して，

1Fn · µ ∈ S00, n = 1, 2, . . . ,

Cap(K \ Fn) → 0, n→ ∞, for any compact set K

を満たす．

Proof: 各 µ ∈ S0 に対して，U1µ ∈ F の準連続修正 Ũ1µ をとり，S = {Ũ1µ} として定理 2.6における巣 {F 0
n} を考

える．また，相対コンパクトな開集合の増大列 {En} で，En ⊂ En+1, En ↑ E を満たすものをとる．このとき，

Fn =
{
x ∈ F 0

n ∩ En : Ũ1µ(x) ≤ n
}
, n = 1, 2, . . .

とおくと，{Fn} はコンパクト集合の増大列である．また，任意のコンパクト集合 K に対して，

lim
n→∞

Cap(K \ Fn) ≤ lim
n→∞

(
Cap(E \ Fn) + Cap

(
{Ũ1µ > n}

))
となるが，右辺は 0 となることが定理 2.7の証明における不等式 (チェビシェフ型不等式) を用いることにより分かる．
次に，Ũ1(1Fn

· µ) ≤ Ũ1µ ≤ n, q.e. on Fn が成り立つから，U1(1Fn
· µ) ≤ n m-a.e. が先の補題を用いると分か

る．

補題 2.15 任意の u ∈ F および閉集合 F に対して，以下の条件はすべて同値：

(i) 適当な µ ∈ S0 が存在して，u = Uαµ, supp[µ] ⊂ F を満たす．
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(ii) Eα(u, v) ≥ 0, ∀ v ∈ F with ṽ ≥ 0 q.e. on F .

(iii) Eα(u, v) ≥ 0, ∀ v ∈ F ∩ C0(E) with v ≥ 0 on F .

Proof: (i)⇒(ii)は定理 2.11を使うことにより示される．(ii)⇒(iii)は明らか．(iii)⇒(i)における測度の構成は定理 2.10

により出てくる．ところで，w ∈ F ∩C0(E) で，supp[w] ⊂ F c を満たすものを任意に取ると，±w ≥ 0 on F である
(実際は F 上 0 であるが). よって，(iii)から

0 ≤ Eα(u,±w) = ±
∫
E

w(x)µ(dx) = ±
∫
F c

w(x)µ(dx).

よって，supp[µ] ⊂ F がわかった．

定理 2.12 任意 Borel集合 B ⊂ E に対して，以下の条件はすべて同値である：

(i) Cap(B) = 0;

(ii) µ(B) = 0, ∀µ ∈ S0;

(iii) µ(B) = 0, ∀µ ∈ S00;

Proof: (i)⇒(ii)は補題 2.12より明らかである．(iii)⇒(ii)も補題 2.14より分かる．実際，各 n について µ(Fn∩B) = 0

となるから，µ
(
B ∩

(⋃∞
n=1 Fn

))
= 0 となる．一方，補題 2.14の 2 番目の主張により，任意のコンパクト集合 K に

対して，Cap
(
K \

⋃∞
n=1 Fn

)
= 0 であることから，補題 2.12によって µ

(
K \

∞⋃
n=1

Fn

)
= 0 となる．K は任意だった

から，µ
(
E \

⋃∞
n=1 Fn

)
= 0. ゆえに，µ(B) = 0 が出てくる．

最後に B を Borel 集合で Cap(B) > 0 を仮定する．すると，適当なコンパクト集合 K ⊂ B で Cap(K) > 0

となるものが存在する．このとき，補題 2.15 及び定理 2.11 によって，任意のコンパクト集合 F ⊂ E に対して
eF = U1(νF ), supp[νF ] ⊂ F を満たす νF ∈ S0 が存在して，

Cap(F ) = E1(eF , eF ) =

∫
E

ẽF dνF = νF (F )

を満たすことが分かる．そこで，F = K とおくと， νK(B) = µK(K) = Cap(K) > 0となる．このことから，(ii)⇒(i)

が示された．

ここで，S0 より広い測度のクラス，滑らかな測度のクラス S について考える．(E,B(E)) 上の非負値 Borel測度
µ が滑らか (smooth)であるとは，次の条件を満たすときをいう：

(S.1) µ は容量 0 の集合には chargeしない．

(S.2) 適当な閉集合の増加列 {Fn} が存在して，

µ(Fn) <∞, n = 1, 2, . . . (2.30)

lim
n→∞

Cap(K \ Fn) = 0 for any compact set K. (2.31)

このとき，
µ
(
E \

∞⋃
n=1

Fn

)
= 0 (2.32)

を満たすことに注意しておく．
単調増加な閉集合の集合列 {Fn} が一般化された巣 (generalized nest)であるとは，条件 (2.31)を満たすときをい

い，巣 (nest)と区別しておく．一般化された巣において，各 Fn がコンパクト集合であるとき，一般化されたコンパ
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クト巣 (generalized compact nest) と呼ぶ． 滑らかな測度 µ に対して，(2.30),(2.31)を満たす {Fn} を，µ に対応す
る巣 (nest associated with µ)と呼ぶ．

S はきわめて広いクラスの測度の集合をなし，特に容量 0 の集合に chargeしない Radon測度全体を含んでいるこ
とが分かる．特に S0 ⊂ S となることが分かる．

補題 2.16 ν を (E,B(E)) 上の有界な非負値 Borel測度とする．このとき，適当な C > 0 が存在して，

ν(A) ≤ C · Cap(A), ∀A ∈ B(E)

となるならば，ν ∈ S0 となる．

Proof: E1(v, v) = 1 を満たす任意の非負値の v ∈ F ∩ C0(E) について，Chebychev型の不等式から∫
E

v(x)ν(dx) ≤ ν(E) +

∞∑
k=0

2k+1ν
(
{x ∈ E : 2k ≤ v(x) < 2k+1}

)
≤ ν(E) + C

∞∑
k=0

2k+1Cap
(
{v ≥ 2k}

)
≤ ν(E) + C

∞∑
k=0

2k+1 · 2−2kE1(v, v) = ν(E) + 4C

となり，ν ∈ S0 であることがわかる．

補題 2.17 ν を有界な非負値 Borel測度で，容量 0 の集合に chargeしないものとする．このとき，適当な単調非増加
な開集合列 {Gn} が存在して，

Cap(Gn) → 0, ν(Gn) → 0, n→ ∞,

ν(A) ≤ 2nCap(A) for any Borel set A ⊂ E \Gn, n = 1, 2, . . .

が成立する．

Proof: 任意の n ∈ N を取り，それを固定する．このとき，αn := inf
A∈B(E)

{
2nCap(A)− ν(A)

}
(≤ 0) とおくと，

−ν(E) ≤ −ν(A) ≤ 2nCap(A)− ν(A), A ∈ B(E)

より，−ν(E) ≤ αn であることがわかる．αn < 0 ならば，開集合 Bn
1 ⊂ E で 2nCap(Bn

1 )− ν(Bn
1 ) < αn/2 (< 0) を

満たすものが存在する．αn = 0 のときは Bn
1 = E と定める．以下，αn < 0 として考える．このとき，

αn,1 := inf
{
2nCap(A)− ν(A) : A ∈ B(E), A ⊂ E \Bn

1

}
(≤ 0)

とおくと，Bn
1 の作り方から，αn,1 ≥ αn/2 である． 実際，任意の A ∈ B(E), A ⊂ E \Bn

1 に対して，A ∩Bn
1 = ∅

より，

αn ≤ 2nCap(A ∪Bn
1 )− ν(A ∪Bn

1 )

≤
{
2nCap(A)− ν(A)

}
+
{
2nCap(Bn

1 )− ν(Bn
1 )
}
< 2nCap(A)− ν(A) +

αn

2

が成り立つことから，最右辺の αn/2 を左辺に移項して A ⊂ E \ Bn
1 に関する下限をとれば αn,1 ≥ αn/2 が成り立

つことがわかる．αn,1 < 0 ならば，相対開集合 Bn
2 ⊂ E \ Bn

1 を，2nCap(Bn
2 ) − ν(Bn

2 ) ≥ αn,1/2 ≥ αn/2
2 を満た

すようにとる．αn,1 = 0 ならば，Bn
2 = E \ Bn

1 と定める．以下，同様の操作を繰り返すことによって，開集合列
{Bn

1 ∪Bn
2 ∪ · · · ∪Bn

k }∞k=0 と単調増加な実数列 {αn,k}∞k=0 で，

αn,k := inf
{
2nCap(A)− ν(A) : A ∈ B(E), A ⊂ E \

(
Bn

1 ∪Bn
2 · · · ∪Bn

k−1

)}
(≤ 0)
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として，
2nCap(Bn

1 ∪Bn
2 ∪ · · · ∪Bn

k )− ν(Bn
1 ∪Bn

2 ∪ · · · ∪Bn
k ) ≤ 0,

2nCap(A)− ν(A) ≥ an,k+1 ≥ an,k
2

≥ αn

2k+1
, A ⊂ E \

(
Bn

1 ∪Bn
2 ∪ · · · ∪Bn

k

)
を満たすものが構成できる．ただし，αn,0 = αn と定め，ある番号 k0 で αn,k0

= 0 ならば αn,k = 0 (k ≥ k0) とお
く．この場合 Bn

1 ∪Bn
2 ∪ · · · ∪Bn

k = E (k ≥ k0) とする．
このとき，G′

n =
⋃∞

k=1B
n
k とおく．すると，2nCap(A) ≥ ν(A), A ⊂ E \G′

n が成立する．更に，2nCap(G′
n) ≤

ν(G′
n) < ∞ である．よって，Gn =

⋃∞
m=nG

′
m とおくと，これが求めるものである．実際，{Gn} は単調減少な減

少列であり，Cap(Gn) ≤ 2−n+1ν(E) → 0 (n → ∞) となる．また，ν は容量 0 の集合に chargeしないことから，
0 = ν(

⋂
nGn) = limn→∞ ν(Gn).

定理 2.13 ν を (E,B(E)) 上非負値 Borel測度とするとき，次の条件はすべて同値である．

(i) ν ∈ S;

(ii) 適当な，一般化された巣 {Fn} が存在して，(2.32)及び各 n ∈ N について，1Fn · ν ∈ S0 を満たす．

(iii) 適当な一般化されたコンパクトな巣 {Fn} が存在して，(2.32)及び各 n ∈ N について，1Fn
· ν ∈ S00 を満たす．

Proof: (iii)⇒(i)は明らか．(ii)⇒(i)は先に述べた 2 つの補題から従う．実際，ν が容量 0 の集合に chargeしない，有
界な Borel測度とすると，2 つめの補題の {Gn} に対して，Fn = Gc

n とおくと 1Fn · ν は 1 つめの補題の条件を満た
すことがわかるから (i) が従う． ν が一般の Borel測度であるならば，{Fn} を条件 (2.30) (2.31)を満たす一般化さ
れた巣とし，µℓ := 1Fℓ

ν とおくと，µℓ は有界な Borel測度であるから，2 つ目の補題の条件を満たす単調非増加な開
集合列 {Gℓ

n} が存在する．En :=
⋃n

ℓ=1

(
Fℓ ∩ (Gℓ

n)
c
) とおくと，{En} は単調増加な閉集合列であり，各 n について

1En · ν ∈ S0 であることもわかる．また，任意のコンパクト集合 K に対して，K \En ⊂
(
K \ Fℓ

)
∪
(
K \ (Gℓ

n)
c
) よ

り， (2.31)が成り立つこともわかる．
(ii)⇒(iii)は補題 2.13より従うことがわかる．

2.5 被約関数とスペクトル統合
α > 0 を固定する．α-potential f ∈ F 及び B ⊂ E に対して，

Lf,B :=
{
w ∈ F : w̃ ≥ f̃ q.e. on B

}
とおく．このとき，平衡ポテンシャルの存在定理における証明と同様の議論を展開することにより，infw∈Lf,B

Eα(w,w)

の下限を実現する関数 fB ∈ Lf,B が一意的に定まることがわかる．fB を，B 上の α-被約関数 (α-reduced function

on B)と呼ぶ．明らかに，
Eα(fB , v) ≥ 0 ∀v ∈ F with ṽ ≥ 0 q.e. on B (2.33)

が成立する．また，補題 2.14により fB は，supp[ν] ⊂ B̄ を満たす適当な測度 ν ∈ S0 の α-potentialである．更に，
f 自身が α-potentialであることから，u := fB ∧ f も再び α-potential である (u = Uαν

′, ν′ ∈ S0)．よって，定理
2.11より

Eα(u, u) =

∫
E

ũ(x)ν′(dx) ≤
∫
E

f̃B(x)ν
′(dx) = Eα(fB , u)

=

∫
E

ũ(x)ν(dx) ≤
∫
E

f̃B(x)ν(dx) = Eα(fB , fB).

が成り立つ．一方，u ∈ Lf,B であることから， これは u = fB を示している．ゆえに，

fB ≤ f m-a.e., (2.34)

f̃B = f̃ q.e. on B. (2.35)

となる．これらをまとめると，
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補題 2.18 α > 0 及び B ⊂ E に対して， α-potential f ∈ F の B 上の α-被約関数 fB は (2.34)及び (2.35)を満た
す唯一の F の元である．

次の補題は，α-超過関数による α-被約関数及び 1-平衡ポテンシャルの特徴づけを行う際に用いられる．

補題 2.19 u1, u2 ∈ L2(E;m) をともに α-超過関数とする．このとき，u1 ≤ u2 m-a.e., u2 ∈ F ならば u1 ∈ F であ
り，Eα(u1, u1) ≤ Eα(u2, u2) をみたす．

Proof: u1, u2 ともに α-超過関数であるから，

0 ≤ (u1 − e−αtTtu1, u1) ≤ (u1 − e−αtTtu1, u2) = (u1, u2 − e−αtTtu2) ≤ (u2, u2 − e−αtTtu2)

となる．よって，

0 ≤ lim
t↓0

E(t)(u1, u1) + α(u1, u1) ≤ lim
t↓0

1

t

{
(u1 − e−αtTtu1, u1)

}
≤ lim

t↓0

1

t

{
(u2 − e−αtTtu2, u2)

}
= Eα(u2, u2) <∞

より，u1 ∈ F となる．

α > 0, B ⊂ E とし，f を α-potential とする．このとき，

Uf,B :=
{
u : 0 ≤ u ≤ f m-a.e., u は α-超過関数であり, ũ = f̃ q.e. on B

}
とおく．今示した補題から，Uf,B の第 1,2の条件により u ∈ Uf,B ならば u ∈ F であることがわかるので，三つ目の
条件が意味を持つことがわかる．

定理 2.14 α, f 及び B を上のものとする．このとき，以下が成立する：

(i) f の，B 上の α-被約関数 fB は Uf,B の中の最小元である，すなわち，

fB ∈ Uf,B , fB ≤ u m-a.e. ∀u ∈ Uf,B

を満たす．

(ii) u を，0 ≤ u ≤ fB m-a.e., u は α-超過函数であり，かつ ũ = f̃ q.e. on B を満たす可測函数とすれば，
u = fB m-a.e. を満たす．

(iii) B は Cap(B) < ∞ を満たすとし，その平衡ポテンシャルを eB とおく．u を 0 ≤ u ≤ eB m-a.e. を満たし，
1-超過函数であり，更に ũ = 1 q.e. on B を満たすならば，u = eB m-a.e. である．

Proof: (i): fB ∈ Uf,B であることは既に示した．任意の u ∈ Uf,B に対して，v = fB ∧ u とおく．すると，v は α-超
過関数であり，v ≤ fB を満たす．よって，v ∈ Uf,B に注意して，補題 2.19を用いると fB = v m-a.e. を得る．

(ii): u を (ii)の条件を満たす関数とすると，u ∈ Uf,B である．よって，(i)より fB ≤ u m-a.e. を満たす． 従っ
て，一つ目の条件より fB = u m-a.e. が成り立つ．

(iii): 補題 2.18及び平衡ポテンシャルの性質により，(eB)B = eB が成立することがわかる． もし，u が (iii)の
条件を満たすとすれば，(i)より，eB = (eB)B ≤ u となる．従って，このことと一つ目の条件を合わせると eB = u

となることがわかる．

α-potentialに対して，その被約函数を考えることは，S0 上の変換を考えることと同じである．その変換のことを
掃散 (そうさん：sweeping out)と呼ぶ：
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µ ∈ S0 に対して，α-potential Uαµ の，B (⊂ E) 上の α-被約函数 (Uαµ)B は，再び α-potentialとなり，台が B

となる S0 の測度が対応する．これを µB と表し，B 上の µ の α-掃散測度 (α-sweeping out measure on B)と呼ぶ．
すると，

UαµB = (Uαµ)B , µ ∈ S0 (2.36)

となる．
これを対応する “α-超過函数の変換”として捉えなおすことを考える．そのために，次のような函数空間を考えよ

う： 任意の B ⊂ X に対して，
FE\B =

{
u ∈ F : ũ = 0 q.e. on B

}
(2.37)

とおく．すると，FE\B は，各 α > 0 に対して，Hilbert空間 (F,Eα) の閉部分空間となる．そこで，その直交補空間
を HB

α とおく：
F = FE\B ⊕HB

α . (2.38)

すると，(2.33)と (2.35)より，f = (f − fB) + fB は，α-potential f ∈ F の直交分解を表している．すなわち，f の
B 上の α-被約函数 fB は，f の HB

α への射影を表している．
これに関連して，Dirichlet空間においてスペクトル総合が可能であること (the “spectral synthesis” is possible for

the Dirichlet space)を示しておこう．
開集合 G ⊂ E が u ∈ F の α-正則集合 (α-regular set of u)であるとは，

Eα(u, v) = 0, ∀ v ∈ F ∩ C0(E) with supp[v] ⊂ G. (2.39)

を満たすときをいう． G1 と G2 がともに u ∈ F の α-正則集合とすると，G1 ∪G2 もそうである．実際，supp[v] ⊂
G1 ∪G2 を満たす任意の v ∈ F ∩C0(E) について，supp[v] \G2 ⊂ O ⊂ Ō ⊂ G1 を満たす任意の相対コンパクトな開
集合 O と supp[w] ⊂ G1 及び w = 1 on O を満たす w ∈ F ∩ C0(E) をとる．このとき，v1 := vw, v2 := v − vw と
して v = v1 + v2 と考えると，vi ∈ F ∩C0(E) かつ supp[vi] ⊂ Gi, i = 1, 2 を満たすので，結局 v に対して (2.39)が
成立することがわかる．
この考察により，u ∈ F に対する，α-特異集合，あるいは α-スペクトル集合 σα(u) を，u の α-正則集合の最大集

合の補集合として定義することが出来る．すると，

σα(Uαµ) = supp[µ], µ ∈ S0 (2.40)

であることが示される． 実際，G を Uαµ の α-正則集合の最大集合とする：

G :=
⋃

O∈Oα(µ)

O, Oα(µ) :=
{
O ∈ O

∣∣ Oは Uαµ の α-正則集合 }
.

このとき，σα(Uαµ) = E \ G である．x 6∈ supp[µ] とすると，適当な r > 0 が存在して Bx(r) ⊂ (supp[µ])c を満た
す．このとき，v ∈ F ∩ C0(X) を supp[v] ⊂ Bx(r) を満たすようにとると v = 0 on supp[µ] である．よって，

Eα(Uαµ, v) =

∫
E

v(x)µ(dx) = 0.

すなわち，Bx(r) は Uαµ の α-正則集合であることがわかる．よって，Bx(r) ∈ Oα(µ) となることから，

(supp[µ])c ⊂ G

となることがわかる．この包含関係が真であると仮定すると，x ∈ G ∩ supp[µ] が存在する．すると，任意の r > 0

に対して µ(Bx(r)) > 0 を満たし，かつ適当な r0 > 0 に対して，Bx(r0) ⊂ G となる．そこで，v ∈ F ∩ C0(E) で
v ≥ 0, v = 1 on Bx(r0/2) かつ supp[v] ⊂ Bx(r0) を満たすものを考えると，

Eα(Uαµ, v) =

∫
E

v(x)µ(dx) ≥ µ(Bx(r0/2)) > 0

となるので，Bx(r0) は Uα(µ) の α-正則集合とはならない．これは，Bx(r0) ⊂ G であることに反する．ゆえに
G ∩ supp[µ] = ∅ であるから (2.40)が成立する．
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補題 2.20 G を開集合とし，
WG

α :=
{
u ∈ F : σα(u) ⊂ G

}√
E1

とおく．このとき，WG
α = HG

α が成り立つ．

Proof: u ∈
(
WG

α

)⊥
=

{
u ∈ F : ∀w ∈WG

α , Eα(u,w) = 0
} をとると，

0 = Eα(u,Gαf) = (u, f), ∀ f ∈ L2
b(E;m) with supp[fm] ⊂ G. (2.41)

が (2.40)により成立することがわかる．実際，f ∈ L2(E;m) に対して，レゾルベントの特徴づけによって

Eα(u,Gαf) = (u, f) =

∫
E

u(x)f(x)m(dx), u ∈ F

が成り立つことから，f ≥ 0 ならば µ(dx) := f(x)m(dx) ∈ S0. このとき，Uα(fm) = Gαf . よって，supp[fm] ⊂ G

ならば，Uα(fm) ∈WG
α より，

0 = Eα(u, Uα(fm)) = Eα(u,Gαf) = (u, f)

を満たす．ゆえに，f ∈ L2(E;m) with f ≥ 0, supp[fm] ⊂ G に対して，(2.41)が成立することがわかる． 従って，
u = 0 m-a.e. G となる．よって，補題 2.9 より u ∈ FE\G となる． よって，

(
WG

α

)⊥ ⊂ FE\G が分かった．
次に，FE\G ⊂ {u ∈ F : σα(u) ⊂ G}⊥ を示す．そのためには，u ∈ FE\G 及び σα(w) ⊂ G を満たす w ∈ F を任

意にとると，Eα(u,w) = 0 が成り立つことを示せばよい．
いま，u ∈ F ∩ C0(E) を supp[u] ⊂ Gc

(
⊂ σα(w)

c
) を満たすとすると，σα(w)c は w の α-正則集合となるから，

Eα(u,w) = 0 が分かる．次に，u ∈ FE\G を有界な非負値関数であって，測度 um の台はコンパクトであるとし，ま
た f ∈ F ∩C0(E) を f ≥ u, m-a.e., supp[f ] ∩ σα(w) = ∅ を満たすようにとる．さらに un ∈ F ∩C0(E) で，un ≥ 0

かつ un は u に E1-収束するものをとる．すると，f ∧ un = (f + un)/2− |f − un|/2 は u に E1-収束する．よって，
f ∧ un ∈ F ∩ C0(E), supp[f ∧ un] ⊂ σα(w)

c に注意すると

Eα(u,w) = lim
n→∞

Eα(f ∧ un, w) = 0

である． 最後に，一般の非負値の u ∈ FE\G に対しては，上と同じく un ∈ F ∩ C0(E) で，un ≥ 0 かつ u に E1-収
束するものを取ると，各 f ∧ un は有界な関数なので，今示したことを用いることができて，

Eα(u,w) = lim
n→∞

Eα(f ∧ un, w) = 0

が成り立つ．よって，FE\G ⊂ {u ∈ F : σα(u) ⊂ G}⊥ が成り立つ．以上より，(
WG

α

)⊥ ⊂ FE\G ⊂ {u ∈ F : σα(u) ⊂ G}⊥

が成り立つことが分かるが，(
{u ∈ F : σα(u) ⊂ G}⊥

)⊥
= {u ∈ F : σα(u) ⊂ G}

√
E1

=WG
α =

(
(WG

α )⊥
)⊥
, (FE\G)

⊥ = HG
α

に注意すると，補題の主張が成立することが分かる．

定理 2.15 F ⊂ E を閉集合とし，WF
α = {u ∈ F : σα(u) ⊂ F} とおくと，

WF
α = HF

α

が成り立つ．とくに，u ∈ F は，σα(u) に台を持つ S0 の測度の α-potentialの有限和の関数列によって E1-近似で
きる．
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Proof: WF
α ⊃ HF

α は自明である．実際，u ∈ HF
α とすると，

Eα(u,w) = 0, w ∈ FE\F = {w ∈ F : w̃ = 0 q.e. on F}.

そこで，supp[w] ⊂ F c を満たす w ∈ F ∩ C0(E) を任意にとると，明らかに w ∈ FE\F より Eα(u,w) = 0 が成立す
ることから，F c は u の α-正則集合となる．よって，F c ⊂ σα(u)

c. 従って，σα(u) ⊂ F より u ∈WF
α が成り立つ．

逆の包含関係を示すために，まず
WF

α =

∞⋂
n=1

WGn
α (2.42)

が成り立つことを見ていく．ただし，{Gn} は，Gn ⊃ Ḡn+1, ∩∞
n=1Gn = F を満たす開集合列である．

各 n に対して，F ⊂ Gn より，WF
α ⊂ WGn

α が成立することは明らか．よって，WF
α ⊂

⋂∞
n=1W

Gn
α が成り立

つ．逆に，任意の n について u ∈ WGn
α とすると， 先の補題により，u ∈ HGn

α だから，各 w ∈ FE\Gn
に対し

て，Eα(u,w) = 0 となる．そこで，supp[w] ⊂ Ḡc
n を満たす任意の w ∈ F ∩ C0(E) をとると，w = 0 on Gn より，

Eα(u,w) = 0 が成り立つ．これは Ḡc
n が u の α-正則集合となることから，σα(u)c ⊃ Ḡc

n が成り立ち，したがって，
σα(u) ⊂ Ḡn が分かる． n は任意だから σα(u) ⊂

⋂∞
n=1 Ḡn = F となる．ゆえに，⋂∞

n=1W
Gn
α ⊂ WF

α が成り立つ．
よって，(2.42) が成立する．
今，u ∈ F を α-potentialとし，u の WF

α への projection を PFu と書くことにすると，

• σα(PFu) ⊂ F , Eα(PFu,w) = 0, ∀w ∈ F ∩ C0(E) with supp[w] ∩ σα(PFu) = ∅,

• Eα(u− PFu,w) = 0, ∀w ∈WF
α ,

• (u が α-potentialであることから) for some µ ∈ S0,∫
E

w(x)µ(dx) = Eα(u,w), w ∈ F ∩ C0(E).

ところで，u の HGn
α への projection un := uGn

は Gn 上の α-被約関数であり α-potential となるから，

un ≤ u m-a.e., ũn = ũ q.e. on Gn, Eα(un, un) ≤ Eα(u, u) (2.43)

を満たす． また，先の補題から un ∈ HGn
α =WGn

α により，

Eα(un, w) = 0, ∀w ∈ FE\Gn
, Eα(u− un, w) = 0, ∀w ∈ HGn

α (2.44)

である．(2.43)より，{un} は Eα に関して有界であるから，適当な部分列 {nk} と v ∈ F が存在して，unk
は v に

Eα に関して弱収束する：
lim
k→∞

Eα(unk
, w) = Eα(v, w), ∀w ∈ F.

任意の w ∈WF
α に対して，(2.42)より任意の n について w ∈WGn

α = HGn
α となるから， (2.44)によって

Eα(u− v, w) = 0

が成り立つ．そこで，w ∈ F ∩ C0(E) を supp[w] ∩ F = ∅ となるようにとると，{Gn} の取り方から，N を適当
に取ると，n ≥ N ならば，supp[w] ∩ Gn = ∅ を満たす．よって，Eα(un, w) = 0, 従って Eα(v, w) = 0 が成り立
つことが分かる．よって，σα(v) ⊂ F となるので，v ∈ WF

α がいえる．ゆえに，v = PFu である．ところで，u は
α-potentialなので，各 n について WGn

α = HGn
α 上への projection un も α-potential だから，適当な µn ∈ S0 が

存在して，Uαµn = un かつ supp[µn] = σα(un) ⊂ Ḡn が成り立つ．そこで，任意のコンパクト集合 K に対して，
g ∈ F+ ∩ C0(E) を g(x) = 1 on K を満たすようにとると，

µn(K) =

∫
K

gdµn ≤
∫
E

gdµn = Eα(un, g)
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を満たす．よって，
µn(K) ≤

√
Eα(g, g)

√
Eα(un, un) ≤

√
Eα(g, g)

√
Eα(u, u).

K は任意だったから，適当な Radon測度 ν が存在して，µn は ν に獏収束し，

Eα(v, g) = lim
n→∞

Eα(un, g) =

∫
E

gdµn =

∫
E

gdν, g ∈ F ∩ C0(E).

g ∈ F ∩ C0(E) を supp[g] ⊂ F c を満たすようにとると，Eα(v, g) = 0 となり，v は α-potentialであるだけでなく，
supp[ν] ⊂ F であることが分かる．よって，v = PFu ∈ HF

α となる．
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Chapter 3

確率論的準備:Markov過程

ここでは，あとで必要となる程度の Markov過程の定義を行う．まず，確率過程の定義を述べておく． そのために，
(Ω,M,P) を確率空間，E を局所コンパクト可分な距離空間とし, B をその上の位相的 Borel 集合族とする．また，
P(E) を (E,B) 上の確率測度の全体集合とする．E 上の関数 f が B-可測であることを f ∈ B と書くことにする．

3.1 一般的定義
µ ∈ P(E) に対して，µ に対する B の完備化を Bµ と表す:

Bµ :=
{
A ⊂ E : ∃B1, B2 ∈ B s.t. B1 ⊂ A ⊂ B2, µ(B2 \B1) = 0

}
.

また，B∗ :=
⋂

µ∈P(E) B
µ とおいて，B∗ の元を普遍可測集合 (universally measurable set)と呼ぶ．C を B の部分 σ-

加法族とすると，明らかに
Cµ ⊂ Bµ, µ ∈ P(E)

が成り立つ．また，U を P(E) の部分集合とするとき，U に対する C の完備化を

CU :=
⋂
µ∈U

Cµ

として定義する．明らかに (
CU

)U
= CU が成り立つ．また，f ∈ CU であるための必要十分条件は

∀µ ∈ U, ∃ f1, f2 ∈ C s.t. f1(x) ≤ f(x) ≤ f2(x), x ∈ E, µ
(
{f2 > f1}

)
= 0

が成り立つことである．次に，C の BU における完備化 C̃U を以下のように定義する：

C̃U :=
{
A ⊂ E : ∀µ ∈ U, ∃B ∈ C s.t. A \B, B \A ∈ BU, µ(A \B) = µ(B \A) = 0

}
.

特に U = P(E) のときは，U を省略して C̃U = C̃ と書く．C̃U に関しては，次が成り立つ．

(i) C̃U は E 上の σ-加法族であり， C ⊂ C̃U ⊂ BU;

(ii) CU ⊂ C̃U.

E に値を取る Ω 上の可測函数の集合族 {Xt}t∈[0,∞] を，(E,B) を状態空間とする確率空間 (Ω,M, P) 上の確率
過程 (stochastic process)と呼ぶ．各 ω ∈ Ω に対して，写像 [0,∞] 3 t 7→ Xt(ω) ∈ E を ω の経路 (trajectory)または
標本路 (sample path)と呼ぶ．M の部分 σ-加法族の集合族 {

Mt}t∈[0,∞] で，
(i) t < s ⇒ Mt ⊂ Ms;

(ii) 各 t ∈ [0,∞] に対して，Xt ∈ Mt/B
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を満たすとき，確率過程 {Xt}t∈[0,∞] は {Mt} に適合しているという．このとき，{Mt}t∈[0,∞] を (M の)フィルト
レーションと呼ぶ．また，

F 0
∞ := σ

(
Xs, s ∈ [0,∞)), F 0

t := σ
(
Xs, s ∈ [0,∞), s ≤ t), t ∈ [0,∞)

と定めると，{F 0
t }t∈[0,∞]は最小のフィルトレーションである．フィルトレーション {Mt} は次の条件を満たすとき

右連続なフィルトレーションと呼ぶ：

Mt = Mt+ :=
⋂
s>t

Ms, t ∈ [0,∞).

E は局所コンパクト空間なので，E∆ を E の 1 点コンパクト化とする．E が既にコンパクトであるときは，∆ を
E の孤立点として考える：E∆ = E∪{∆}. このとき，可測空間 (E∆,B∆)が出来る：B∆ := B∪

{
A∪{∆} : A ∈ B

}
.

定義 3.1 組 M= (Ω,M, {Mt}, ζ, {θt}, {Xt}t∈[0,∞], {Px}x∈E∆) は，次の条件を満たすとき (E,B) を状態空間とする
Markov過程 (Markov process)であるという：

(M.1) 各 x ∈ E∆ に対して，{Xt}t∈[0,∞] は，(E∆,B∆) を状態空間とする確率空間 (Ω,M,Px) 上の確率過程であっ
て，各 ω ∈ Ω に対して，

(i) X∞(ω) = ∆;

(ii) Xt(ω) = ∆, ∀t ≥ ζ(ω) := inf{s ≥ 0 : Xs(ω) = ∆};

(iii) 各 t ∈ [0,∞] に対して，写像 θt : Ω → Ω は，Xs(θtω) = Xs+t(ω), s ≥ 0 を満たす ;

(M.2) 各 t ≥ 0, A ∈ B に対して，x 7→ Px(Xt ∈ A) は E 上の B-可測函数である．

(M.3) (Markov property) {Mt} は M のフィルトレーションであり，

Px(Xt+s ∈ A|Mt) = PXt
(Xs ∈ A), Px-a.s. (3.1)

が任意の x ∈ E, t, s ≥ 0, A ∈ B に対して成立する．

(M.4) P∆(Xt = ∆) = 1, t ≥ 0.

(M.5) Px(X0 = x) = 1, x ∈ E.

(M1)における θt, ζ を，それぞれMの平行移動作用素 (shift operator, translation operator), 生存時間 (life time)

と呼ぶ．また，(M.3)を満たすとき，M はフィルトレーション {Mt} に関してMarkov性を持つという．ここでは，
更に次の条件を課す (その場合，右連続Markov過程ということもある)．

(M.6) (cadlag property) 各 ω ∈ Ω に対して，経路 t 7→ Xt(ω) は [0,∞) において右連続であり，(0,∞) において左
極限を E∆ において持つ．

次の補題は，定義により容易に示すことが出来る．

補題 3.1 M をMarkov過程とする．このとき，各 Λ ∈ F 0
∞ に対して，写像 x 7→ Px(Λ) は B∆-可測である．

次に，Pµ(Λ) :=
∫
E∆

Px(Λ)µ(dx), µ ∈ P(E∆), Λ ∈ F 0
∞ とおくと，Pµ は (Ω,F 0

∞) 上の確率測度となる．そこで，
Pµ に対する F 0

∞ の完備化を Fµ
∞ とする．各 t ∈ [0,∞) に対して Pµ に対する Fµ

∞ におけるF 0
t の完備化を Fµ

t

と表す． すなわち，A ∈ Fµ
t であるための必要十分条件は，

∃B ∈ F 0
t s.t. A \B, B \A ∈ Fµ

∞, Pµ

(
A \B) = Pµ

(
B \A) = 0

である． F∞ :=
⋂

µ∈P(E∆) Fµ
∞, Ft :=

⋂
µ∈P(E∆) Fµ

t , t ∈ [0,∞) とおく．{Ft} は完備化された最小の適合的な
フィルトレーションである (minimum completed admissible filtration). 同様に，{F 0

t+}, {F
µ
t } はともに適合的なフィ

ルトレーションであることがわかる．
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補題 3.2 M が {F 0
t+} に関してMarkov性を持てば，フィルトレーション {Fµ

t } および {Ft} は右連続である．

Proof: 仮定により，任意の Y ∈ (F 0
∞)b, t ∈ [0,∞) および µ ∈ P(E) に対して，

Eµ[Y ◦ θt
∣∣F 0

t+] = EXt [Y ] = Eµ[Y ◦ θt
∣∣F 0

t ], Pµa.s.

が成り立つ．次に，以下の主張が成り立つと仮定する：

∀ Y ∈ (F 0
∞)b, µ ∈ P(E), Eµ

[
Y
∣∣F 0

t+

]
= Eµ

[
Y
∣∣F 0

t

]
, Pµ-a.s. (3.2)

このとき，Λ ∈ F 0
t+ に対して Y = 1Λ とおくと，(3.2)により，各 µ ∈ P(E∆) に対して，適当な g ∈ F 0

t が存在し
て，Pµ(1Λ 6= g) = 0 が成り立つことが分かる，Λ ∈ Fµ

t となる．従って，F 0
t+ ⊂ Fµ

t が成立する．また，µ ∈ P(E∆)

は任意だったから F 0
t+ ⊂ Ft が成立することもわかる．また，

(F 0
t+)

µ =
⋂
s>t

Fµ
s

に注意すると，Fµ
t の右連続性，従って，Ft の右連続性がわかる．

一方，単調族定理によって，(3.2)は，各 t ∈ [0,∞) に対して，任意の n ∈ N, fi ∈ (B∆)b (i = 1, 2, . . . , n), 0 ≤

t1 < t2 < · · · < ti ≤ t < ti+1 < · · · < tn に対して，Y =

n∏
i=1

fj ◦Xti と表示される場合について示せば十分であるこ

とに注意する．このとき，Y は平行移動作用素 θt を用いて，Y =
( i∏
k=1

fk ◦Xtk

)
(G ◦ θt

) と書き表すことができる．
但し，G =

n∏
k=i+1

fk ◦Xtk−t である．よって，

Eµ

[
Y
∣∣F 0

t+

]
=

i∏
k=1

(fk ◦Xtk)EXt

[
G
]
= Eµ[Y |F 0

t ], Pµ-a.s.

が成り立つことがわかるので，(3.2)の証明が終わる．

次の補題の証明は省略する．

補題 3.3 µ ∈ P(E∆) とする．このとき，任意の {Fµ
t }-停止時間 σ に対して，適当な {F 0

t }-停止時間 σ′ が存在し
て Pµ(σ 6= σ′) = 0 を満たす．さらに，Λ ∈ Fµ

σ に対して，Λ′ ∈ F 0
σ′+ が存在して Pµ(Λ4Λ′) = 0 が成り立つ．但し，

F 0
σ′+ :=

{
Λ ∈ F 0

∞ : Λ ∩ {σ′ ≤ t} ∈ F 0
t+, ∀t ≥ 0

} である．
定義 3.2 Markov過程 M が，フィルトレーション {Mt} に関して強Markov性 (strong Markov w.r.t. {Mt})を持つ
とは，

(i) {Mt} は右連続なフィルトレーションであり，

(ii) 任意の µ ∈ P(E∆), A ∈ B∆, s ≥ 0 および {Mt}-停止時間 σ に対して，

Pµ

(
Xσ+s ∈ A

∣∣Mσ

)
= PXσ

(
Xs ∈ A), Pµ-a.s. (3.3)

が成り立つときをいう．さらに，Mが (0,∞)) 上で準左連続 (quasi-left continuous on (0,∞))であるとは，任意の単
調増大な {Mt}-停止時間の列 {σn} に対して limn→∞ σn = σ とするとき，

Pµ

(
lim

n→∞
Xσn = Xσ, σ <∞

)
= Pµ

(
σ <∞

)
, µ ∈ P(E∆) (3.4)

が成り立つときをいう．
Markov 過程 M = (Ω,M, Xt,Px) は，適当な適合的なフィルトレーション {Mt} に関して強 Markov 性を持ち，

(0,∞) 上で準左連続であるとき，(E,B) 上の Hunt過程 (Hunt process on (E,B))と呼ばれる．
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M = (Ω,M, Xt,Px) を (E,B) 上の Hunt過程とする．B ⊂ E, ω ∈ Ω に対して，次のように 3 つのタイプの B

の到達時間を定義する：
σB(ω) := inf

{
t > 0 : Xt(ω) ∈ B

}
,

σ̇B(ω) := inf
{
t ≥ 0 : Xt(ω) ∈ B

}
,

σ̂B(ω) := inf
{
t > 0 : Xt−(ω) ∈ B

}
.

(3.5)

但し，下限をとる集合 {· · · } が空であるときは，それぞれ +∞ と定めることにする．定義から明らかに，s > 0 に
対して，

s+ σB(θsω) = inf
{
t > s : Xt(ω) ∈ B

}
, s+ σ̇B(θsω) = inf

{
t ≥ s : Xt(ω) ∈ B

}
が成り立つ．よって，

σB(ω) = lim
s↓0

(
s+ σB(θsω)

)
= lim

s↓0

(
s+ σ̇B(θsω)

)
となる．

B ⊂ E が開集合のときは，σB(ω) = σ̇B(ω) = σ̂B(ω) であり，すべて {F 0
t+}-停止時間となる．実際，

{σB < t} = {σ̇B < t} = {σ̂B < t} =
⋃

r∈Q∩(0,t)

{Xr ∈ B} ∈ F 0
t

だからである． 以下の定理の証明は省略する：

定理 3.1 任意の B ∈ B に対して，σB , σ̇B , σ̂B はすべて {Ft}-停止時間であり，

σ̇B ≤ σB ≤ σ̂B , Pµ-a.s., µ ∈ P(E∆)

が成り立つ．

次に，正則点，尖細集合，細位相等の概念を紹介する．そのために，Blumenthalの 0-1 法則を紹介する．

命題 3.1 (Blumenthal’s Zero-One Law) Λ ∈ F0 に対して，Px(Λ) = 0 または 1 が成り立つ．

Proof: 任意の Λ ∈ F 0
0 に対して，(M.1-iii)より θ−1

0 Λ = Λ となることに注意しておく． すると (M.3)および (M.5)

より，
Px(Λ) = Px(Λ ∩ θ−1

0 Λ) = Ex

[
PX0

(Λ); Λ
]
=

(
Px(Λ)

)2
が成り立つことから，Px(Λ) = 0 または 1 となる．
次に，任意の Λ ∈ F0 =

⋂
µ∈P(E∆) Fµ

0 を取る．このとき，各 x ∈ E∆ に対して µ := δx ∈ P(E∆) とおくと，
Λ ∈ Fµ

0 だから，補題 3.3 より適当な Λ′ ∈ F 0
0 が存在して，Px(Λ4Λ′) = 0, つまり Px(Λ) = Px(Λ

′) を満たす．よっ
て，Px(Λ) = 0 または 1 が成り立つ．

集合 A ⊂ E∆ が概 Borel 集合 (nearly Borel set) であるとは，任意の µ ∈ P(E∆) に対して，適当な Borel 集合
B1, B2 ∈ B∆ が存在して，

B1 ⊂ A ⊂ B2, Pµ

(
Xt ∈ B2 \B1 for some t ≥ 0

)
= 0 (3.6)

を満たすときをいう．概 Borel集合全体を Bn
∆ と表す．Bn

∆ は B∆ を含む E∆ 上の σ-加法族であることが分かる．ま
た，

:
E

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
の部分集合で概 Borel集合であるものの全体を

:::
Bnで表す．すると，Bn は E 上の σ-加法族であり B を含む．

従って，B ⊂ Bn ⊂ B∗ が成立する．
概 Borel 集合 A ∈ Bn に対して，A への到達時間は {Ft}-停止時間である．実際，各 µ ∈ P(E∆) に対して，

B1, B2 ∈ B∆ が存在して (3.6)を満たす．このとき，

{Xt ∈ B1 for some t ≥ 0} = {Xt ∈ B2 for some t ≥ 0}, Pµ-a.s.

だから，{σA ≤ t} と {σB1
≤ t} ∈ Ft は Pµ に関する零集合の違いしかない．よって，σA は {Ft}-停止時間である．

特に {σA > 0} ∈ F0 より，Px(σA > 0) = 0 または 1 であることがわかる．

41



定義 3.3 A ∈ Bn とする．x ∈ E∆ がA に対して正則 (regular for A)であるとは，Px(σA > 0) = 0 を満たすときを
いう．Px(σA > 0) = 1 となるとき x はA に対して非正則 (irregular for A)という．Ar を A に対して正則な点全体
を表す : Ar :=

{
x ∈ E∆ : Px

(
σA > 0

)
= 0

}
=

{
x ∈ E∆ : Px

(
σA = 0

)
= 1

}
.

一般に，A◦ を A の内部，Aa を A の閉包とすると，A◦ ⊂ Ar ⊂ Aa が成り立つ．

次の定理の証明も省略する：

定理 3.2 A ⊂ E を概 Borel集合とし，µ ∈ P(E) とする．

(i) 次を満たす単調増加なコンパクト集合列 {Bn} が存在する：

Bn ⊂ Bn+1 ⊂ A, Pµ

(
lim
n→∞

σBn = σA
)
= 1. (3.7)

(ii) µ(A \Ar) = 0 を満たすとする．このとき，次を満たす単調減少な開集合列 {On} が存在する：

On+1 ⊃ On ⊃ A, Pµ

(
lim

n→∞
σOn

= σA
)
= 1. (3.8)

定理 3.3 A を概 Borel集合とする．このとき，任意の µ ∈ P(E∆) に対して，

Pµ

(
XσA

∈ A ∪Ar, σA <∞
)
= Pµ

(
σA <∞

)
.

Proof: 0 < t < σA に対しては，Xt 6∈ A であるから，もし XσA
6∈ A ならば，σA + σA ◦ θσA

= σA が成り立つ．従っ
て，Markov性より

Pµ

(
σA <∞, XσA

6∈ A
)
= Pµ

(
σA ◦ θσA

= 0, σA <∞, XσA
6∈ A

)
= Eµ

[
PXσA

(σA = 0);σA <∞, XσA
6∈ A

]
だから，{σA < ∞, XσA

6∈ A
}
(=: H) 上で PXσA

(σA = 0) = 1 が，従って，H 上で XσA
∈ Ar が Pµ-a.s. について

成立することがわかる．

3.2 推移関数と超過関数
Hunt過程 Mが与えられたとき，

pt(x,A) := Px(Xt ∈ A), x ∈ E, t ≥ 0, A ∈ B

とおくと，pt(x,A) は t を止めるごとに，(E,B) 上の劣Markov核 (sub-Markov kernel)となる：

(t.1) 各 A ∈ B に対して，x 7→ pt(x,A) は，B-可測関数である;

(t.2) 各 x ∈ E に対して，A 7→ pt(x,A) は，pt(x,E) ≤ 1 を満たす (E,B) 上の測度である．

これを，MのMarkov推移関数 (Markovian transition function)とよぶ．さらに，pt(x,A) は次の性質を持つ：

(t.3) (Chapman-Kolmogorov) 各 s, t ≥ 0 に対して，

ps+t(x,A) =

∫
E

ps(y,A)pt(x, dy), x ∈ E, A ∈ B. (3.9)

MのMarkov推移関数 pt(x,A) に対して，そのラプラス変換

Rα(x,A) =

∫ ∞

0

e−αtpt(x,A)dt, α > 0, x ∈ E, A ∈ B

は，次の意味で E 上のMarkov Resolvent 核 (Markovian Resolvent kernel)を与える：
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(R.1) 各 α > 0, x ∈ E に対して，A 7→ αRα(x,A) は (E,B) 上の測度で αRα(x,E) ≤ 1 を満たす;

(R.2) 各 α > 0, A ∈ B に対して，x 7→ Rα(x,A) は B-可測函数である;

(R.3) (Resolvent equation) 各 α, β > 0, A ∈ B に対して，

Rα(x,A)−Rβ(x,A) + (α− β)

∫
E

Rα(y,A)Rβ(x, dy) = 0.

MのMarkov推移関数 {pt(x,A), t ≥ 0, x ∈ E, A ∈ B} とする．このとき，f : E → R を有界な B-可測函数と
する (これを f ∈ Bb と書き表す)と，各 t ≥ 0 に対して，

Ptf(x) :=

∫
E

f(y)pt(x, dy), x ∈ E

は Bb から Bb への正値線形作用素となる．{Pt} は次の半群性を持つことから，Mの推移半群 (transition semigroup

of M)と呼ぶことがある：
Ps+tf(x) = PtPsf(x), x ∈ E, s, t > 0, f ∈ Bb. (3.10)

また，Markov Resolvent核 Rα(x,A) に対して，

Rαf(x) :=

∫
E

f(y)Rα(x, dy), α > 0, x ∈ E, f ∈ Bb (3.11)

と定めると, Rα は Bb から Bb への正値線形作用素となり，次の Resolvent方程式を満たす:

Rαf(x)−Rβf(x) + (α− β)RαRβf(x) = 0, x ∈ E, α, β > 0. (3.12)

以下，E 上の関数 f は常に f(∆) = 0 とおくことにより E∆ 上の関数に拡張しておく．従って，Bb の元は，∆

で退化する B∆-可測な関数とみて，Bb は B∆ の部分空間とみなすことができる．
α > 0 とする．E 上で定義された普遍可測函数 u は，次の性質を持つとき α-超過関数 (α-excessive function)と

呼ばれる：
u(x) ≥ 0, e−αtPtu(x) ↗ u(x), as t↘ 0, x ∈ E. (3.13)

0-超過関数は，単に超過関数と呼ぶ． Sα を α-超過関数全体を表す．

命題 3.2 (i) 非負値の定数関数は α-超過である．

(ii) Sα は凸錐集合である．すなわち， 任意の u, v ∈ Sα, c ≥ 0 に対して，u+ v, cu ∈ Sα である．

(iii) {un} ⊂ Sα に対して，u1 ≤ u2 ≤ · · · ≤ un ≤ · · · ならば， lim
n→∞

un ∈ Sα である．

(iv) Sα =
⋂
γ>α

Sγ .

(v) f を E 上の非負値の普遍可測函数とする. このとき，u(x) = Rαf(x), x ∈ E とおくと，u ∈ Sα である．

Proof: (i)-(iv) は定義より明らか．従って，(v)のみを示す．f は非負値だから，Fubini-Tonelliの定理より

e−αtPtu(x) = e−αt

∫
E

Rαf(y)pt(x, dy) = e−αt

∫
E

(∫ ∞

0

e−αsPsf(y)ds
)
pt(x, dy)

=

∫ ∞

0

e−α(s+t)
(∫

E

f(z)

∫
E

ps(y, dz)pt(x, dy)
)
ds =

∫ ∞

0

e−α(s+t)

∫
E

f(z)ps+t(x, dz)ds

=

∫ ∞

0

e−α(s+t)Ps+tf(x)ds =

∫ ∞

t

e−αsPsf(x)ds

が成り立つ．最右辺は u(x) = Rαf(x)より小さく t ↓ 0 とすると，u(x) に近づいていく．よって，u = Rαf は α-超
過函数である.
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補題 3.4 α > 0 とする．u を E 上の普遍可測で α-超過関数とする．このとき，適当な有界で非負値で有界な普遍
可測関数列 {fn} が存在して，Rαfn ↗ u(x), as n→ ∞, x ∈ E が成り立つ．

Proof: u を E 上の普遍可測函数, α > 0 とする．各 n ∈ N に対して，un(x) := u(x)∧ n, x ∈ E とおくと，un は普
遍可測函数であり，また (3.12)によって，β > 0 に対して，

Rα+βun(x)−Rαun(x) + βRα+βRαun(x) = 0; βRα+βun(x) = Rα

(
β(un − βRα+βun)

)
(x), x ∈ E. (3.14)

ところで，u および 定数関数 n は α-超過関数であるから，

βRα+βun(x) = β

∫ ∞

0

e−(α+β)tPtun(x)dt = β

∫ ∞

0

e−βt · e−αtPtun(x)
::::::::::

dt ≤ β

∫ ∞

0

e−βtun(x)
::::

dt = un(x)

が成り立つ．よって，γ > β > 0 に対して，

βRα+βun = βRα+γun + (γ − β)Rα+γ

(
βRα+βun
::::::::

)
≤ βRα+γun + (γ − β)Rα+γun

::
= γRα+γun.

よって，単調収束定理によって，
βRα+βu ≤ γRα+γu

が成り立ち，さらに β 7→ βRα+βu は単調増加であることがわかる．
再び，Resolvent方程式 (3.12)により

Rα+βun = Rα

(
un − βRα+βun

)
, β > 0

が成り立ち，さらに un − βRα+βun は有界で非負値普遍可測だから，命題 3.2 (v) によって，βRα+βun は α-超過関
数となる．一方， β 7→ βRα+βun は単調増加であるから，その極限 (gn とおく) も α-超過である． βRα+βun は n

に関しても単調増加であることから，gn は (n に関して)単調増加である．よって，その極限 (g とおく)も α-超過関
数となる．明らかに gn ≤ un が成り立つから， g ≤ u である．ところで，各 β > 0 に対して，単調収束定理により，

g ≥ lim
n→∞

βRα+βun = βRα+βu

である．よって，
βRα+βu = β

∫ ∞

0

e−(β+α)tPtudt
βt = s
=

∫ ∞

0

e−s
(
e−α(s/β)Ps/βu

)
ds

において， β → 0 とすると，u の α-超過性と Lebesgueの収束定理を用いると，

lim
β→∞

βRα+βu =

∫ ∞

0

e−suds = u

となることから，g ≥ u が成り立つ．ゆえに u = g である．よって，βRα+βun は β に関しても n に関しても単調
増大で，n → ∞ としたあとに β → ∞ とした極限 (u)と，β → ∞ としたあと n → ∞ とした極限 (g) は等しく
なるから，β = n とおくと，nRα+nun = Rα

(
n(un − nRα+nun)

) は n → ∞ とすると u に単調に近づく．ゆえに，
fn = n

(
un − nRα+nun

) とおけば，これが求めるものである．
f を E 上の非負値普遍可測函数, σ を {Ft}-停止時間とする．このとき，σ(ω) <∞ とするとき，∫ ∞

σ

e−αtf(Xt)dt = e−ασ

∫ ∞

0

e−αtf(Xt+σ)dt = e−ασ
{∫ ∞

0

e−αtf(Xt)dt
}
◦ θσ

が成り立つ．また， f(∆) = 0 であるから，σ(ω) = ∞ のときも上記の変形は成立する．よって，強Markov性により

Ex

[
e−ασRαf(Xσ)

]
= Ex

[ ∫ ∞

σ

e−αtf(Xt)dt
]

(3.15)

が成り立つ．よって，このことと，先の補題を組み合わせると，任意の α-超過関数 u に対して,

Ex

[
e−ασu(Xσ)

]
≤ u(x) (3.16)
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が任意の {Ft}-停止時間 σ に対して成り立つ．また，

Hα
Bu(x) =

∫
E

u(y)Hα
B(x, dy) = Ex

[
e−ασBu(XσB

)
]
, α > 0, x ∈ E, B ∈ Bn (3.17)

と定義すると，Hα
Bu は α-超過関数となる．ただし，Hα

B は α-位の到達分布 (α-order hitting distribution)を表す：

Hα
B(x,A) := Ex

[
e−ασBIA(XσB

)
]
, α > 0, x ∈ E, A ∈ B. (3.18)

特に，α-位の到達確率は，
pαB(x) := Ex

[
e−ασB

]
, α > 0, x ∈ E, A ∈ Bn (3.19)

として定義され，pαB は α-超過関数となる．実際，t > 0に対して，t+σB ◦θt ≥ σB であり，t ↓ 0ならば t+σB ◦θt ↓ σB
より，

e−αtPtp
α
B(x) = Ex

[
e−αtEXt

[e−ασB ]
]
= Ex

[
e−α

(
t+σB◦θσB

)]
≤ Ex

[
e−ασB

]
,

lim
t↓0

e−αtPtp
α
B(x) = lim

t↓0
Ex

[
e−α

(
t+σB◦θσB

)]
↗ Ex

[
e−ασB

]
= pαB(x).

次に，u を有界な Bn-可測な α-超過関数とし，B = {y ∈ E : u(y) > a} とおく．いま，u(x) < a を満たす点 x

をとると，(3.16)より，任意のコンパクト集合 K (⊂ B) に対して，

aEx[e
−ασK ] ≤ Hα

Ku(x) ≤ u(x)

が成り立つ．よって，定理 3.2(i) により，aEx[e
−ασB ] ≤ u(x) < a が，従って，Ex[e

−ασB ] < 1 となる．ゆえに，
x 6∈ Br である．
次に，B = {y ∈ E : u(y) < a} とおいて u(x) > a を満たす点 x をとると，補題 3.4より，適当な E 上の非負

値，普遍可測関数 f で，a < Rαf(x), Rαf ≤ u を満たすものが存在する．(3.15)及び定理 3.2(i)によって，

a < Ex

[ ∫ σB

0

f(Xt)dt
]
+ aEx

[
e−ασB

]
が成り立つことから，x は B の非正則点でなければならない． まとめると，{

y ∈ E : u(y) > a
}r ⊂ {y ∈ E : u(y) ≥ a},

{
y ∈ E : u(y) < a

}r ⊂ {y ∈ E : u(y) ≤ a} (3.20)

が任意の a > 0 について成立する．

補題 3.5 α ≥ 0 とする．u を E 上の有界な概 Borel可測な α-超過関数とする．このとき，任意の x ∈ E に対して，
写像 t 7→ u(Xt) は，[0,∞) において右連続，かつ (0,∞) において E 内に左極限を Px-a.s で持つ．

Proof: 各 k ∈ N 及び x ∈ E に対して，B := Bk(x) := {y ∈ E : |u(y)− y(x)| > 1/k} とおく，このとき，{Ft}-停
止時間の増加列 {σk

n}∞n=0 を次のように定義する：

σk
0 := 0, σk

n := σk
n−1 + σB ◦ θσk

n−1
, n ≥ 1.

このとき，Br ⊂ {y ∈ E : |u(y)− u(x)| ≥ 1/k} に注意すると，

Px

(∣∣u(XσB
)− u(X0)

∣∣ ≥ 1

k
, σB <∞

)
= Px

(
σB <∞) (3.21)

が定理 3.3により成立する．
次に {

e−ασk
nu

(
Xσk

n

)}
n≥1
は {Fσk

n
,Px

}
n≥1
に関して有界な supermartingaleとなることが分かる．実際，任意の

Λ ∈ Fσk
n
に対して，強Markov性と (3.16)により，

Ex

[
e−ασk

n+1u
(
Xσk

n+1

)
; Λ

]
= Ex

[
e
−α(σk

n+σB◦θ
σk
n
)
u
(
XσB

)
◦ θσk

n
; Λ

]
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= Ex

[
e−ασk

nEX
σk
n

[
e−ασBu(XσB

)
]
; Λ

]
≤ Ex

[
e−ασk

nu(Xσk
n
); Λ

]
が成り立つ．よって，supermartingaleに対する収束定理により，Px-a.s について lim

n→∞
e−ασk

nu(Xσk
n
) は収束する．

一方，(3.21) より
∣∣u(Xσk

n+1
) − u(Xσk

n
)
∣∣ ≥ 1/k が Px-a.s. で {ω ∈ Ω : σk

n+1(ω) < ∞} 上で成立することから，
lim
n→∞

σk
n = ∞ が Px-a.s. で成立しなければならない．また，このことは，任意の k ∈ N について成立することから，

補題の主張が得られることが分かる．

上で示した補題は，u が概 Borel可測で有界であることを仮定したが，実は関数が α-超過であるならば，概 Borel

可測であることと cadlag性を示すことが出来るのである．それが次の述べる定理である．

定理 3.4 α ≥ 0とする．uを普遍可測な，α-超過関数とする，このとき，uは概Borel可測であり，かつ任意の x ∈ E

に対して，写像 t 7→ u(Xt) は Px-a.s.で，(0,∞) 上で右連続かつ E 内に左極限をもつ．

Proof: 一般性を失わず，u が有界であると仮定してよい．実際，u が有界でない普遍可測な α-超過関数とする．こ
のとき，関数 f : [0,∞] → [0, 1] を

f(x) = 1− e−x, x ∈ [0,∞), f(∞) = 1

と定義すると，f は狭義単調増加な連続関数であり，かつ凹関数となる． よって，0 ≤ x ≤ 1, y ≥ 0 に対して，
f(xy) ≥ xf(y) が成り立つ． これらのことから，Jensenの不等式を用いると

Ex

[
e−αtf(u(Xt))

]
≤ Ex

[
f
(
e−αtu(Xt)

)]
≤ f

(
Ex

[
e−αtu(Xt)

])
= f

(
e−αtPtu(x)

)
≤ f

(
u(x)

)
がすべての t について成立する． 次に，任意の x ∈ E と ε > 0 に対して，

A := A(x, ε) :=
{
y ∈ E : |f(u(y))− f(u(x))| > ε}

=
{
y ∈ E : u(y) > f−1(f(u(x) + ε)

}
∪
{
y ∈ E : u(y) < f−1(f(u(x)− ε)

}
とおく．すると A の正則点は {

y ∈ E : |f(u(y))− f(u(x))| ≥ ε
} に含まれる．従って，特に x 6∈

(
A(x, ε)

)r である．
よって，Px

(
σA > 0

)
= 1 より，Px-a.s. に対して lim

t→0
f(u(Xt)) = f(u(X0)) = f(u(x)) が成り立つ．以上より，f ◦ u

は有界な α-超過関数であることが分かる．
よって，f ◦ u が概 Borel可測であれば，先の補題により f ◦ u(Xt) は cadlag性をもつことが分かるから，u も

cadlag性を持つことが従う．
以下，uが概Borel可測となることを示す．補題 3.4より，有界な普遍可測函数 f に対して，u = Rαf と表されている

場合を示せば十分である．µ ∈ P(E)を任意にとる．このとき，(E,E)上の測度を ν(B) :=
∫
E
Rα(x,B)µ(dx), B ∈ B

と定める．f は有界な普遍可測函数より，有界な B-可測な有界関数 f1, f2 が存在して，f1 ≤ f ≤ f2, f1 = f2, µ-a.e. を
満たす．従って，f1 = f2, ν-a.e. が成り立つ．すると Rαf1, Rαf2はともに B-可測であり，Rαf1 ≤ Rαf ≤ Rαf2, µ-a.e.

が成り立つ．さらに，

0 ≤ Eµ

[
Rα(f2 − f1)(Xt)

]
=

∫
E

PtRα(f2 − f1)(x)µ(dx)

≤ eαt
∫
E

Rα(f2 − f1)(x)µ(dx) = eαt
∫
E

(f2 − f1)(x)ν(dx) = 0

が成り立つから，Rαf1(Xt) = Rαf2(Xt), Pµ-a.s. が t ∈ [0,∞) ∩ Qで成立する．一方，Rαfi は B-可測で α-超過
関数であるから，補題により，任意の x に対して Rαfi(Xt) は Px-a.s. で右連続である．従って，Px(Rαf1(Xt) 6=
Rαf2(Xt), ∃ t ≥ 0) = 0 が成り立つ．ゆえに，u = Rαf は概 Borel可測であることが示された．

集合 A ⊂ E が極集合 (polar set)であるとは，A ⊂ B であって Px(σB <∞) = 0, x ∈ E を満たすような B ∈ B

が存在するときを言う．また，ある B ∈ Bn が存在して，A ⊂ B かつ Br = ∅ を満たすとき，A を尖細集合 (thin
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set)と呼ぶ．次に A が半極集合 (semipolar set)であるとは，適当な尖細集合の列 {An} が存在して，A ⊂
⋃∞

n=1An

となるときを言う．明らかに極集合は半極集合である． しかし，逆は一般には言えない．
普遍可測集合 A ⊂ E は，Rα(x,A) = 0, x ∈ E を満たすときポテンシャル零集合 (sef of potential zero)と呼ば

れる．

定理 3.5 (i) B ∈ Bn に対して，B \Br は半極集合である．

(ii) A が半極集合ならば，任意の x ∈ E に対して，集合 {t ≥ 0 : Xt ∈ A} は Px-a.s. で高々可算個の t の集合と
なる．特に，A ⊂ B を満たすポテンシャル零集合 B ∈ Bn が存在する．

Proof: (i): 各 n について，Bn = {x ∈ B : p1B < 1 − 1/n} とおく．ただし，p1B(x) = Ex[e
−σB ] である．このとき，

p1Bn
(x) ≤ p1B(x) より Br

n は {x ∈ E : p1B(x) = 1} に含まれる． しかし， p1B は 1-超過関数であるから，(3.20) よ
り，p1B(x) = 1 を満たす x は Br

n には属さない．よって，Br
n = ∅ である．ゆえに，Bn は尖細集合である．よって，

B \Br =
⋃∞

n=1Bn は半極集合である．
(ii): Aは尖細集合としてよい．このとき，B ∈ Bn を，A ⊂ B かつ Br = ∅を満たすようにとる．次に各 nに対し

て，Bn を上のように定義して，停止時刻の列 {σn,k} を次のように定める：σn,1 = σBn , σn,k+1 = σn,k+σBn ◦ θσn,k
.

Br
n = ∅ だから，{σn,k <∞} においては，Xσn,k

∈ Bn が Px-a.s. で成立する． よって，強Markov性により

Ex

[
e−σn,k

]
= Ex

[
e−σn,k−1EXσn,k−1

[
e−σBn

]]
≤

(
1− 1

n

)
Ex

[
e−σn,k−1

]
≤

(
1− 1

n

)k

,

が成り立つことから， lim
k→∞

σn,k = ∞, Px-a.s. が分かる．また，B =
⋃∞

n=1Bn だから， σn,k < t < σn,k+1 を満たす
任意の t に対しては Xt 6∈ Bn だから，{t ≥ 0 : Xt ∈ B} は {σn,k : n ≥ 1, k ≥ 1} に Px-a.s. で含まれることから，
定理の主張が得られる．最後の主張は明らかである．

集合 A ⊂ E が細開集合 (finely open set)であるとは，E \ A が，A の各点に対して尖細集合となるときを言う．
すなわち，各 x ∈ A に対して，B ⊃ E \A を満たす集合 B = B(x) ∈ Bn で，Px(σB > 0) = 1 を満たすものが存在
するときを言う．M の経路の右連続性により，任意の E の開集合は，細開集合であることが分かる．よって細開集
合全体の集合を Of と書くことにすると，Of は E 上の位相となるが，これを細位相 (fine topology)という．細位相
は E の元の位相を含む．

定理 3.6 任意の概 Borel可測函数 u が細連続であるための必要十分条件は，任意の x ∈ E に対して，写像 t 7→ u(Xt)

が [0,∞) において Px-a.s.で右連続であることである．従って，特に α-超過関数は細連続である．

Proof: 「特に」以降の主張は明らかである． まず，t 7→ u(Xt) が右連続であるとする．任意の β1 < β2 に対して，
A = {x ∈ E : β1 < u(x) < β2} とおく．すると，右連続性の仮定により Px(σE\A > 0) = 1 が任意の x ∈ A に対し
て成立する．よって，B = E \A (∈ B) と置くことにより，A は細開集合であることが分かる．ゆえに，u は細連続
となる．
逆に，概 Borel可測函数 u を細連続とする．任意の q ∈ Q に対して，Aq = {x ∈ E : u(x) < q} とおくと，Aq は

概 Borel集合かつ細開集合である．p1Aq
(x) = Ex[e

−σAq ] は 1-超過関数であるから，定理 3.4より，t 7→ p1Aq
(Xt) は右

連続であることが分かる．

Ω0 :=
{
ω ∈ Ω : 任意の q ∈ Q に対して, t 7→ p1Aq

(Xt(ω)) が [0,∞) において右連続となる
}

すると Px(Ω
c
0) = 0 である．このとき，任意の ω ∈ Ω0 に対して，t 7→ u(Xt) が [0,∞) において右連続となることを

示せば定理の証明は終わる．
そこで，ある ω ∈ Ω0 に対して t 7→ u(Xt(ω)) が右連続ではないと仮定する．すると，適当な t ≥ 0 が存在して，

lim sup
s↓t

u(Xt(ω)) < u(Xt(ω)), または lim inf
s↓t

u(Xt(ω)) > u(Xt(ω)) が成り立つ．lim sup
s↓t

u(Xt(ω)) < u(Xt(ω)) が成
り立つと仮定すると，適当な q ∈ Q と点列 {tn} が存在して，tn > tn+1 > t, tn → t (n → ∞), lim

n→∞
u(Xtn(ω)) <
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q < u(Xt(ω)) が成り立つ．このような q と {tn} に対して，十分大きい n について，Xtn(ω) は細開集合 Aq に属
することが分かるから，p1Aq

(Xtn(ω)) = 1 である．したがって，t 7→ p1Aq
(Xt(ω)) の右連続性により，p1Aq

(Xt(ω)) =

lim
n→∞

p1Aq
(Xtn(ω)) = 1が成り立つ．よって，Xt(ω)は Aq の正則点の集合に属する．しかし，これは {x ∈ E : q < u(x)}

は細開集合であることから，q < u(Xt(ω)) に矛盾することになる．
lim inf

s↓t
u(Xt(ω)) > u(Xt(ω)) の場合についても同じように矛盾を示すことが出来る．

Mを Hunt過程とする．Ẽ ⊂ E を概 Borel集合とする．Ẽ がM-不変 (M-invariant)であるとは，

Ω̃ :=
{
ω ∈ Ω : Xt(ω) ∈ Ẽ∆, Xt−(ω) ∈ Ẽ∆, t ≥ 0

}
(3.22)

とおくとき，任意の x ∈ Ẽ∆ に対して， Px(Ω̃) = 1 を満たすときをいう．
ここで，Ω̃ = {σ̇E\Ẽ = ∞, σ̂E\Ẽ = ∞} と書けることから Ω0 は F∞ の元であることがわかる．M-不変な概 Borel

集合 Ẽ に対して，
M
∣∣
Ẽ
:=

(
Ω̃, M ∩ Ω̃, {Xt}t∈[0,∞],

{
Px

}
x∈Ẽ

)
とおいて，これを Hunt過程 Mの Ẽ への制限と呼ぶ．

定理 3.7 Borel集合 Ẽ ⊂ E がM-不変ならば，Mの Ẽ への制限M
∣∣
Ẽ
は (Ẽ,B(Ẽ)) を状態空間とする Hunt過程と

なる．

Proof: Ẽ をM-不変な Borel集合とするとき，M
∣∣
Ẽ
に対して，(M.1)-(M.6)が成立するのは簡単に示せる．強Markov

性が問題である．そこで，µ ∈ P(Ẽ∆) を任意にとると，µ は P(E∆) の元とみなせることに注意しておく．F̃ 0
t =

F 0
t ∩ Ω̃, Ω̃ ∈ Fµ

∞ および Pµ(Ω̃) = 1 であることから，F̃µ
t = Fµ

t ∩ Ω̃ ⊂ Fµ
t である．よって，Mに対する強Markov

性が M
∣∣
Ẽ
に対しても成立することがわかる．

3.3 対称推移関数と除外集合
m を (E,B) 上の台が E である正値 Radon測度とする．このとき，Hunt過程 M の推移関数 {pt}, または推移半群
{Pt} がm-対称であるとは， ∫

E

u(x)Ptv(x)m(dx) =

∫
E

Ptu(x)v(x)m(dx)
(
≤ ∞

)
(3.23)

が，任意の非負値の B-可測函数 u, v および t ≥ 0 に対して成立するときをいう．このとき，(3.11)で定義される
Resolvent作用素 {Rα} も m-対称であることがわかる：∫

E

u(x)Rαv(x)m(dx) =

∫
E

Rαu(x)v(x)m(dx)
(
≤ ∞

)
, u, v ∈ B, u, v ≥ 0, α > 0. (3.24)

ここで，ptと Rαはともに (E,B∗)上のMarkov核に一意的に拡張されることに注意する．このとき，f ∈ L2(X;m)∩
B∗ に対して， ∫

E

(
ptf(x)

)2
m(dx) =

∫
E

(∫
E

f(y)pt(x, dy)
)2

m(dx)

≤
∫
E

(∫
E

f(y)2pt(x, dy)

∫
E

12pt(x, dy)
)
m(dx)

≤
∫
E

ptf
2(x)m(dx) =

∫
E

f2(x)pt1(x)m(dx) ≤
∫
E

f2(x)m(dx)

となることから， {pt : t > 0} は L2(E;m) 上の縮小的な半群としても拡張されることがわかる．
さて f ∈ Cb(E) に対して，(M.6)と (M.5)より，

lim
t→0+

ptf(x) = lim
t→0+

Ex

[
f(Xt)

]
= Ex

[
f(X0)

]
= f(x), x ∈ E (3.25)

が成り立つ．
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命題 3.3 Mを (E,B)を状態空間とするHunt過程とし，{pt : t > 0}を (E,B)または (E,B∗)上の m-対称なMarkov

推移関数する．このとき，{Tt : t > 0} を {pt : t > 0} を L2(E;m) 上に拡張した縮小的な半群とする．このとき，
{Tt : t > 0} は L2(E;m) 上の強連続となる．従って， (E,F) を

F =
{
u ∈ L2(E;m) : lim

t→0

1

t
(u− Ttu, u) <∞

}
E(u, v) = lim

t→0

1

t
(u− Ttu, v), u, v ∈ F

とおくと， (E,F) は L2(E;m) 上の Dirichlet形式となる．

Proof: C0(E) は L2(E;m) において稠密である．また，各 f ∈ C0(E) に対して，(3.25)より ptf は f に L2(E;m)

収束することがわかる．実際，収束定理により∫
E

(
ptf(x)− f(x)

)2
m(dx) =

∫
E

(
(ptf(x))

2 − 2f(x)ptf(x) + (f(x))2
)
m(dx)

≤ 2

∫
E

(
(f(x))2 − f(x)ptf(x)

)
m(dx) → 0 as t→ 0 + .

(E,F) をM または {pt : t > 0} によって定まる Dirichlet形式と呼ぶ．以下，{pt} は (E,B∗) 上の m-対称な Hunt

過程 M の推移関数とする．

補題 3.6 A ∈ B∗ に対して，以下の条件はすべて同値である．

(i) m(A) = 0;

(ii) pt(x,A) = 0, m-a.e., x ∈ E, t > 0;

(iii) Rα(x,A) = 0, m-a.e., x ∈ E, α > 0.

Proof: (i)⇒(ii)⇒(iii)は明らかである．実際，m(A) = 0 とすると，任意の t > 0 に対して，{pt} の m-対称性により∫
E

pt(x,A)m(dx) =

∫
E

Pt1A(x)m(dx) =

∫
E

Pt1E(x)1A(x)m(dx) =

∫
A

Pt1E(x)m(dx) = 0.

一方，(ii)を仮定すると，任意の t > 0 に対して， ∫
E
pt(x,A)m(dx) = 0 である．Fubiniの定理により，

0 =

∫ ∞

0

e−αt

∫
E

pt(x,A)m(dx)dt =

∫
E

(∫ ∞

0

e−αtpt(x,A)dt
)
m(dx) =

∫
E

Rα(x,A)m(dx).

最後に (iii)⇒(i)を示す．{Rα} の m-対称性により,

0 = α

∫
E

Rα(x,A)m(dx) = α

∫
E

Rα1A(x)m(dx) = α

∫
A

Rα1E(x)m(dx)

ここで，
αRα1E(x) = α

∫ ∞

0

e−αtpt(x,E)dt =

∫ ∞

0

e−tpt/α(x,E)dt

および，Mの右連続性と正規性 (M.5) によって，有界収束定理から

0 = lim
α→∞

α

∫
E

Rα(x,A)m(dx) = lim
α→∞

∫ ∞

0

e−t

∫
A

pt/α(x,E)m(dx)dt = m(A)

∫ ∞

0

e−tdt = m(A).

上の補題から，ポテンシャル零な普遍可測集合は mに関して零集合であることが分かる．ところで，前節において
確率論的な “除外集合”として，極集合・半極集合・ポテンシャル零集合を定義した．ここで，もう一つ紹介しておく．
集合 N ⊂ E が除外集合 (exceptional set)であるとは，適当な Ñ ∈ Bn が存在して，Ñ ⊃ N かつ Pm(σÑ <∞) = 0が
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成り立つときをいう．但し，Pm(Λ) :=
∫
E
Px(Λ)m(dx), Λ ∈ F∞ である．特に，概 Borel集合の定義により，Ñ1 ⊃ Ñ

かつ Pm(σÑ1
< ∞) = 0 を満たす Ñ1 ∈ B が存在することが分かる．従って，任意の除外集合は m に関する零集合

となる．実際，N を除外集合となる B の元とすると pt(x,N) = 0, m-a.e. x ∈ E がすべての t ≥ 0 について成り立
つから，上の補題によって m(N) = 0 である． また，除外集合の可算和もまた除外集合となる．
次に，集合 N ⊂ E が適切除外集合 (properly exceptional set)であるとは，N ∈ Bn, m(N) = 0 であって，E \N

がM-不変集合となるときを言う．

補題 3.7 n ∈ N とする．このとき，任意の 0 < t1 < t2 < · · · < tn と f0, f1, f2, . . . , fn ∈ B+ に対して，

Em

[
f0(X0)f1(Xt1) · · · fn−1(Xtn−1)fn(Xtn)

]
= Em

[
fn(X0)fn−1(Xtn−t1) · · · f1(Xtn−t1)f0(Xtn)

]
が成り立つ．ただし，Em[ · ] は Ω 上の測度 Pm( · ) :=

∫
E
Px( · )m(dx) に関する積分を表す．

Proof: 帰納法で示す．上の式が n について成立するものとする．このとき，Markov性と帰納法の仮定を用いると

Em

[
f0(X0)f1(Xt1) · · · fn−1(Xtn−1

)fn(Xtn)fn+1(Xtn+1
)
]

= Em

[
f0(X0)f1(Xt1) · · · fn−1(Xtn−1

)
(
fn · ptn+1−tnfn+1

)
(Xtn)

]
= Em

[(
fn · ptn+1−tnfn+1

)
(X0)fn−1(tn − tn−1) · · · f1(Xtn−t1)f0(Xtn)

]
=

∫
E

ptn+1−tnfn+1(x)Ex

[
fn(X0)fn−1(Xtn−tn−1

) · · · f1(Xtn−t1)f0(Xtn)
]
m(dx)

が成立するが，最後の式は m-対称性と再びMarkov性により，∫
E

fn+1(x)Ex

[
EXtn+1

−tn

[
fn(X0)fn−1(Xtn−tn−1

) · · · f1(Xtn−t1)f0(Xtn)
]]
m(dx)

= Em

[
fn+1(X0)fn(Xtn+1−tn)fn−1(Xtn+1−tn−1

) · · · f1(Xtn+1−t1)f0(Xtn+1
)
]

となり，n+ 1 に対しても成立することが分かった．

x ∈ E に関する主張が
:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
適当な除外集合を除いたすべての点で成立するとき，その主張は quasi everywhere, または

q.e.で成立するという．q.e. の点で定義された関数 u が, 細連続 q.e. (finely continuous q.e.)であるとは，適当な除
外集合 N ∈ Bn が存在して，E \N は細開集合かつ u は E \N 上の概 Borel可測函数であって，さらにその上で細
連続となるときを言う．

補題 3.8 A を概 Borelの細開集合とする．このとき，m(A) = 0 ならば A は除外集合となる．

Proof: K ⊂ A をコンパクト集合とする．K 上の α-位の到達分布 (3.18) に対して，

Rαf(x) = R0
αf(x) +Hα

KRαf(x), x ∈ E, f ∈ B, f ≥ 0 (3.26)

が成り立つ．但し，{R0
α, α > 0} は，Markov推移関数 p0t (x,A) = Px

(
Xt ∈ A, t < σK

)
, x ∈ E, A ∈ B に対応する

Resolventである:

R0
α(x,A) =

∫ ∞

0

e−αtp0t (x,A)dx = Ex

[ ∫ σK

0

e−αt1A(Xt)dt
]
. (3.27)

ここで，{p0t , t > 0} は m-対称であることがわかるから，{R0
α, α > 0} も m-対称であることもわかる．したがって，

(3.26)により ∫
E

f(x)Hα
KRαg(x)m(dx) =

∫
E

g(x)Hα
KRαf(x)m(dx) (3.28)

が任意の非負値普遍可測函数 f, g に対して成立することもわかる． よって，f ∈ C0(E), f ≥ 0, g(x) = 1A(x) とお
くと， ∫

E

f(x)Hα
KRα1A(x)m(dx) =

∫
A

Hα
KRαf(x)m(dx) = 0
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が成り立つ．よって，Hα
KRβ1A(x) = 0, β > α, m-a.e. x ∈ E となる．ところで，定理 3.3より，到達分布 Hα

K(x, •) =
Ex[e

−ασK1•(XσK
)] の台は K に含まれている．また lim

β→∞
βRβ1A(y) = 1, y ∈ K ⊂ A が成り立つことから，

Hα
K1A(x) = Hα

K1(x) = Ex[e
−ασK ] = 0, m-a.e.

が言える．このことから，K は除外集合であることがわかる．
次に，∫

E
h(x)m(dx) = 1 をみたす至る所正である関数 h をとる．すると，定理 3.2により，Kn ⊂ A を満たす，

適当な単調増加なコンパクト集合列 {Kn} で，

Eh·m
[
e−ασA

]
= lim

n→∞
Eh·m

[
e−ασKn

]
= 0

を満たすものが存在することから，A は除外集合となることがわかる．

補題 3.9 u を細連続 q.e.である関数とし，適当な細開集合 A ∈ Bn が存在して u(x) ≥ 0, m-a.e. x ∈ A が成り立つ
とする．このとき，u(x) ≥ 0, q.e. x ∈ A となる．

Proof: N を，E \N が細開集合であって，かつ E \N 上で u は概 Borel可測函数であり，さらにその上で細連続と
なるような除外集合とする．B = {x ∈ A \N : u(x) < 0} とおくと，B は概 Borel集合であり，かつ細開集合であっ
て，仮定により m に関して零集合となる． すると，補題 3.8より B は除外集合となることが分かる．

定理 3.8 N を除外集合とすると，N を含む適当な適切除外集合 B が存在する．さらに，B は Borel集合として取
ることが出来る．

Proof: N を除外集合とすると, pB0(x) := Px(σB0 < ∞) = 0, m-a.e. x ∈ E を満たす概 Borel 集合 B0 ⊃ N

が存在する．よって，補題 3.9 より pB0 = 0, q.e. となる．すなわち，適当な概 Borel の除外集合 B1 が存在して，
pB0

(x) = 0, x ∈ E \ B1. 次に，B0 ∪ B1 は概 Borel の除外集合であるから， pB0∪B1
に対して，同じ議論を

行うと，適当な適当な概 Borel の除外集合 B2 が存在して，pB0∪B1
(x) = 0, x ∈ E \ B2 とできる．以下，帰納

的に同じ議論を繰り返すことにより，適当な概 Borel の除外集合列 {Bk}∞k=0 が存在して，任意の n ∈ N に対し
て，p∪n

k=0Bk
(x) = 0, x ∈ E \ Bn+1 となる． よって, B =

⋃∞
k=0Bk とおくと，B は概 Borel の除外集合であり，

pB(x) = 0, x ∈ E \B が成り立つことが分かる．
一方，定理 3.1より，pB(x) = Px

(
Xt ∈ B or Xt− ∈ B, ∃t ≥ 0

)
, x ∈ X \B であることに注意すると，E \B は

M-不変であることから，B は適切除外集合である．あとは，各 Bk が概 Borel集合であることの定義を用いることに
より，Bk を含む Borel の除外集合が取れることに注意すれば，B として Borel集合を取ることが出来る．

補題 3.10 有界な関数 u が細連続 q.e.であるための必要十分条件は，適当な適切除外集合である Borel集合 B が存
在して，u は E \B 上で Borel可測な細連続関数となることである．

Proof: 細連続 q.e.の定義に現れる概 Borelな除外集合を N とする．有界収束定理により lim
n→∞

nRnu(x) = u(x), x ∈
E \ N が成り立つ．ここで，u を u(x) = 0, x ∈ N とおくことにより u の定義域を E 全体に拡げておく．する
と，u は E 上の概 Borel可測函数となることから，Borel関数 u1, u2 を選んで，u1(x) ≤ u(x) ≤ u2(x), x ∈ E かつ
u1(x) = u2(x), m-a.e. x ∈ E とできる．{Rn} の m-対称性によって，Rnu1 = Rnu2, m-a.e. である．定理 3.6より
Rnui は細連続であるから，補題 3.9によって Rnu1 = Rnu2, q.e. となることが分かる．このとき，各 n に対して，
Bn を N を含む対応する除外集合とする．さらに， Borel集合 B を定理 3.8による，除外集合 ⋃∞

n=1Bn を含む適切
除外集合とすると，x ∈ E \B に対して lim

n→∞
nRnu1(x) = u(x) が得られるから，u の E \B 上での Borel可測性が

わかる．

補題 3.11 α ≥ 0 とする．{un} を単調減少な α-超過関数とし，その極限を u とする．このとき，u = 0 m-a.e. なら
ば u = 0 q.e. が成り立つ．
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Proof: ε > 0 に対して，K を {x ∈ E : u(x) ≥ ε} に含まれる任意のコンパクト集合とする．このとき， Hα
Kun(x) ≤

un(x) より，u(x) <∞ を満たす x については Hα
Ku(x) ≤ u(x) が成り立つ．よって， u(x) = 0 ならば，

0 = u(x) ≥ Hα
Ku(x) ≥ εpαK(x) = εEx[e

−ασK ],

従って，pαK(x) = 0 が成り立つ．よって，u(x) = 0 m-a.e. だから，K は除外集合となることがわかる．定理 3.2に
より概 Borel集合 {u > 0} は除外集合となる．

さて，この節の最後に，Hunt過程の推移関数に対称性があれば，半極集合が除外集合となる，という結果を示す．
そのために，まず (3.28)を拡張した公式を紹介する： 任意の概 Borel集合 A,B に対して，∫

E

g(x)Hα
AH

α
BRαh(x)m(dx) =

∫
E

h(x)Hα
BH

α
ARαg(x)m(dx), g, h ∈ B, g, h ≥ 0 (3.29)

が成立することがわかる．実際，(3.28)と Rα の m-対称性により，∫
E

g(x)Hα
AH

α
BRαh(x)m(dx) = lim

β→∞
β

∫
E

g(x)Hα
ARβH

α
BRαh(x)m(dx)

= lim
β→∞

β

∫
E

g(x)Hα
ARα

(
I − (β − α)Rβ

)
Hα

BRα
:::::

h(x)m(dx)

= lim
β→∞

β

∫
E

h(x)Hα
BRα

:::::

(
I − (β − α)Rβ

)
Hα

ARαg(x)m(dx)

= lim
β→∞

β

∫
E

h(x)Hβ
BH

α
ARαg(x)m(dx)

=

∫
E

h(x)Hα
BH

α
ARαg(x)m(dx)

である．一方，K ⊂ G を満たす任意のコンパクト集合 K と開集合 G に対して，

Hα
Gp

α
K(x) = pαK(x), m-a.e. (3.30)

が成り立つことがわかる．実際，{σK <∞} においてXσK
∈ K ⊂ G, Px-a.s となることから，

Hα
KH

α
Gh(x) = Ex

[
e−ασKEXσK

[e−ασGh(XσG
)]
]
= Ex

[
e−ασKEXσK

[h(X0)]
]
= Ex

[
e−ασKh(XσK

)
]
= Hα

Kh(x)

となる．よって，補題 3.4より，定数関数 1 を近似する有界な非負値 Borel可測函数列 fn，および任意の非負値可測
函数 g に対して (3.28), (3.29)を適用し，n→ ∞ とすることにより∫

E

g(x)Hα
Gp

α
K(x)m(dx) =

∫
E

g(x)pαK(x)m(dx)

が成立することがわかることから (3.30)を得る．

定理 3.9 任意の半極集合は除外集合である．

Proof: K を任意のコンパクトな尖細集合とする．補題 3.9の証明と同様の議論をすることにより，K が除外集合で
あることを示せば十分である．まず，

Px

(
lim
t↑σK

pαK(Xt) = 1, σK <∞
)
= Px(σK <∞), m-a.e. x ∈ E (3.31)

を示す．そのために，{Gn} を単調減少な開集合列で

Gn ⊃ Ḡn+1,

∞⋂
n=1

Gn = K

を満たすものを考える．各 n に対して，K ⊂ Gn であることから，(3.30) において強Markov性を用いることにより

σGn
+ σK ◦ θGn

= σK , Px-a.s., m-a.e. x ∈ E (3.32)
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が成り立つことが分かる．一方， K は尖細集合 (i.e., Kr = ∅)であるから

Px

(
σK <∞, σGn < σK , ∀n

)
= Px(σK <∞), m-a.e. x ∈ E

となる．実際，任意の n に対して K ⊂ Gn より σGn
≤ σK が成立する．ところで，(3.32)より， σK <∞ のとき，

Kr = ∅に注意するとσK◦θσGn
> 0でなければならないから，σGn < σK が {σK <∞}のとき，Px-a.s., m-a.e. x ∈ E

で成り立つ:

Px

(
σK <∞, σGn

< σK , ∀n ∈ N
)
= Px

(
σK <∞

)
, m-a.e. x ∈ E. (3.33)

一方，K はポテンシャル零集合だから，m(K) = 0 である．よって，定理 3.2より，

Px

(
lim
n→∞

σGn = σK

)
= 1, m-a.e. x ∈ E

が成り立つ．pαKは α-超過関数より，{ e−ασGnpαK
(
XσGn

)
}∞n=1は有界な supermartingaleだから， lim

n→∞
e−ασGnpαK

(
XσGn

)
が存在して，それは e−ασK lim

n→∞
pαK

(
XσGn

) に一致する．よって，(3.30)により

Ex

[
e−ασK

]
= lim

n→∞
Ex

[
e−ασGnpαK

(
XσGn

)]
= Ex

[
e−ασK lim

n→∞
pαK

(
XσGn

)]
.

これと (3.33)により，

Px(σK <∞) = Px

(
σK <∞, σGn

< σK , ∀n, lim
n→∞

σGn
= σK , lim

n→∞
pαK(XσGn

) = 1
)
, m-a.e. x ∈ E

が成り立つ．これは (3.31)を意味している．
次に，Bn =

{
x ∈ E : pαK(x) ≥ 1− 1/n

} とおく．各 Bn は細閉集合であり，
∞⋂

n=1

Bn =
{
x ∈ E : pαK(x) = Ex[e

−ασK
]
= 1

}
= {x ∈ E : Px

(
σK = 0) = 1} = Kr = ∅

であるから，(3.31) から {σK <∞} 上 σBn < σK , Px-a.e. m-a.e. x ∈ E が成り立つことが分かる． よって，任意
の f ∈ B+ に対して，

Hα
Bn
Hα

Kf = Hα
Kf, m-a.e.

が成り立つことが分かり，これと (3.29)と (3.28)によって

(Hα
Kg, h) = (Hα

KH
α
Bn
g, h) (3.34)

となる．次に，至るところ正であるような h ∈ L1(E;m) に対して，(3.34)は，測度 π(A) := (Hα
K1A, h) が各 Bn に

集中することを意味するが，⋂∞
n=1Bn = ∅ であることから，π = 0 となる．よって，pαK(x) = Hα

K1(x) = 0, m-a.e.

となり，K が除外集合であることが示された．

3.4 ポテンシャル概念の同定
Mを (E,B) を状態空間とする Hunt過程として，その推移関数は m-対称とする．このとき，(E,F) をMにより定
まる Dirichlet形式とする (命題 3.3)．

補題 3.12 O ⊂ E を Cap(O) <∞ を満たす開集合とするとき， p1O は eO の修正である：

p1O(x) = Ex[e
−σO ] = eO(x), m-a.e.

Proof; f を非負値の普遍可測関数で L2(E;m) の元ならば，ptf は Ttf の修正である．特に，f が Hunt過程の推移
関数 {pt : t > 0} に関する α-超過関数 (3.13) であれば，f は L2 上のMarkov半群 {Tt : t > 0} に関する α-調和関
数 (2.26) となる．
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p1O は {pt : t > 0} に関する 1-超過関数であり，また p1O(x) = 1, x ∈ O が成り立つから，補題 2.6と補題 2.19に
よって，

p1O(x) ≤ eO, m-a.e. (3.35)

を示せば十分である．
いま，eO の Borel修正 ẽO で，ẽO(x) = 1, x ∈ O を満たすものをとり，

Yt(ω) := e−tẽO(Xt(ω)), t ≥ 0, ω ∈ Ω

とおく． h を，∫
E
h(x)m(dx) = 1 を満たす至る所正であるような Borel関数とすると，{Yt} は {F 0

t ,Phm} に関し
て supermartingaleとなることが分かる．実際，0 < s < t に対して, Markov性により

Ehm

[
e−tẽO(Xt)|F 0

t

]
= e−tEXs

[ẽO(Xt−s)] = e−se−(t−s)pt−sẽO(Xs), Phm-a.s.

となるが，右辺は eO が {Tt; t > 0} に関して 1-超過であることから，Phm-a.s. で e−sẽO(Xs) 以下となる．
D ⊂ (0,∞) を有限集合，minD = a, maxD = b とし，σ(D;O) := inf{t ∈ D : Xt ∈ O} とおく．ただし，

Xt ∈ O となる t ∈ D が存在しなければ，σ(D;O) = b と約束する．supermartingaleに関する任意抽出定理により

Ehm

[
e−σ(D;O);σ(D;O) < b

]
≤ Ehm

[
Yσ(D;O)

]
≤ Ehm[Ya] ≤ (h, ẽO)

このとき，D を D ↑ (0, b) ∩Q となるように近似し，その後，b ↑ ∞ とすることにより，

(h, p1O) ≤ (h, ẽO)

を得る．よって，(3.35)が成立することが分かる．

補題 3.13 {On} を，各 n について Cap(On) <∞ を満たす単調減少な開集合列とする．
このとき， lim

n→∞
Cap(On) = 0 であることと

lim
n→∞

p1On
(x) = 0, m-a.e. (3.36)

が成り立つことは同値である．

Proof: lim
n→∞

Cap(On) = 0 を仮定する．すると，前補題により，

Cap(On) = E1(eOn , eOn) ≥
∫
E

(eOn)
2dm =

∫
E

(p1On
)2dm

より，(3.36)が成り立つ．
逆に (3.36)を仮定する．前補題により，eOn は m-a.e. に 0 に収束する．一方，仮定より Cap(O1) ≥ Cap(On) =

E1(eOn
, eOn

) が成立するから， {eOn
} は E1 に関して有界である．よって，Banach-Steinhausの定理および Banach-

Saksの定理により適当な部分列の Cesaro平均が E1 に関して強収束することが分かるから，それは L2-収束する．従っ
て，(3.36)より，部分列の Cesaro平均の極限は 0 に収束するから， lim

n→∞
Cap(On) = 0 がわかる．

補題 3.13において，{p1On
} は，1-超過関数の単調減少列であることから，補題 3.11より，(3.36)は q.e.に対して

成り立つ，としても同じである．

定理 3.10 {Fk} を閉集合の増大列とする.

(i) {Fk} が強巣であるための必要十分条件は, ある n に対して Cap(E \ Fn) <∞ であって，

Px

(
lim
k→∞

σE\Fk
<∞

)
= 0, q.e. x ∈ E. (3.37)

54



(ii) {Fk} が巣であるための必要十分条件は

Px

(
lim
k→∞

σE\Fk
< ζ

)
= 0, q.e. x ∈ E. (3.38)

Proof: (i): 各 k に対して，Ak = E \ Fk とおく．p(x) = lim
k→∞

p1Ak
(x), x ∈ E, とすれば，補題 3.13 により，{Fk} が

強巣であることと p = 0, m-a.e となることとは同値であり，これはまた (3.37) が m-a.e. で成立することと同じで
ある．よって，(i)の証明のためには p = 0 m-a.e. から p = 0 q.e. を導けばよい．

{Ak}は開集合だから, p1Ak
(x)は補題 3.1により xのBorel可測あり，p(x)もBorel可測である．任意の ε > 0に対

して, Borel集合 {x ∈ E : p(x) ≥ ϵ}のコンパクトな部分集合を K とする．H1
K を (3.18)で定義される K の 1-次到達

分布とすると，(3.16) よりH1
Kp

1
Ak

≤ p1Ak
, k ≥ 1 だから，k → ∞ として H1

Kp ≤ p. これより εp1K(x) ≤ p(x), x ∈ E

が得られ，p = 0 m-a.e. ならば K は除外集合となる．よって，集合 {p ≥ ε} が，従って，{p > 0} が容量零である
ことが分かる．
(ii): {Fk} が巣であることは，任意の相対コンパクトな開集合 G に対して，開集合の減少列 Ak = G \ Fk, k ≥ 1, が
lim
k→∞

Cap(Ak) = lim
k→∞

Cap(G \ Fk) = 0 を満たすことと同値であり，(i)の証明によりそれはまた

Px

(
lim
k→∞

σG\Fk
<∞

)
= 0, q.e. x ∈ E (3.39)

が成り立つことと同値である．そこで，(3.38)を仮定し，その等式が成立するような x ∈ Eを固定する．この xに対して，
等式 (3.39)が成り立たないとすれば，ある相対コンパクトな開集合Gがあってσ = lim

k→∞
σG\Fk

, Px(σ <∞) = δとおく
とき，δ > 0となる．Hunt過程Mの準左連続性よりPx

(
Xσ ∈ G, σ <∞

)
= δ. これは Px

(
lim
k→∞

σE\Fk
≤ σ < ζ

)
> δ

を意味し，仮定に矛盾することになる．
逆に (3.38) を (3.39) から導くためには, 相対コンパクトな開集合の増大列 {Gℓ} で E に収束するものを選び，不

等式 σE\Fk
≥ σGℓ\Fk

∧ σE\Gℓ
を用いればよい．

定理 3.11 u を準連続すると，u は細連続 q.e.である．さらに，適当な適切除外集合 N が存在して，u は E \N 上
で概 Borel可測となり，各 x ∈ E \N に対して，

Px

(
t 7→ u(Xt) is right continuous and lim

s↑t
u(Xs) = u(Xt), ∀ t ∈ [0, ζ)

)
= 1, (3.40)

Px

(
lim
t↑ζ

u(Xt) = u(Xζ−), Xζ− ∈ E
)
= Px

(
Xζ− ∈ E

)
(3.41)

が成り立つ．

Proof: u は準連続であるから，適当な開集合の単調減少列 {On} が存在して，

lim
n→∞

Cap(On) = 0, 各 nに対して, u
∣∣
E\On

は連続

となる．補題 3.13より，(3.36)が (q.e.で)成り立つことがわかる．N0 を (3.36)における除外集合とする．また，定理
3.8よりN0∪

(⋂∞
n=1On

)を含む適切除外集合 N が存在する．よって，(3.36)から Px

(
lim
n→∞

σOn
= ∞

)
= 1, x ∈ E\N

が成り立つことがわかる．従って，(3.40), (3.41)が成立することがわかる．ゆえに，u は E \N において細連続で
あることがわかる．

以下，
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
Hunt過程Mに対応する Dirichlet形式 (E,F)

::::::::::::
は正則であると仮定する．

補題 3.14 (i) 関数 u を細連続 q.e.であって，u ∈ F となるならば，u は準連続となる．

(ii) u ∈ F を準連続とすると，u は (3.40) において，[0, ζ) を [0,∞) へ拡張した主張が成立する．
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Proof: (i): u ∈ F を細連続 q.e.とする．すると，定理 2.7 により u には準連続修正 ũ が存在する．すると，定理 3.11

より ũ は細連続 q.e.である．一方， u = ũ, m-a.e. より，補題 3.9より u = ũ q.e.が成り立つ．よって，u は容量 0

の集合を除いて，準連続関数 ũ と一致することから， u は準連続となることがわかる．
(ii): 定理 2.7により，u は (u の)狭い意味の準連続修正と q.e.で等しいことがわかることから成立することがわ

かる．

定理 3.12 u ∈ L2(E;m) を非負値普遍可測函数とする．このとき，

(i) 任意の t > 0 に対して，ptu は Ttu の準連続修正である．

(ii) 任意の α > 0 に対して，Rαu は Gαu の準連続修正である．

この定理は，次の形の単調族定理 (Monotone Class Theorem: MCT)によって示すことができる：

補題 3.15 (MCT) p ≥ 1 とする．H を次の条件を満たす E 上の非負値関数全体を表すものとする：

(i) u1, u2 ∈ H に対して，適当な実数 c1, c2 について c1u1 + c2u2 ≥ 0 を満たすならば，c1u1 + c2u2 ∈ H;

(ii) un ∈ H に対して，u ∈ Lp(E;m) があって un ↗ u ならば，u ∈ H;

(iii) 任意の開集合 O に対して，適当な un ∈ H が存在して， un ↗ 1O.

このとき， H は Lp(E;m) における非負値の Borel可測函数をすべて含む．

Proof: 任意に相対コンパクトな開集合 G ⊂ E を固定して，D :=
{
A ⊂ G : A ∈ B, 1A ∈ H

} とおくと，D は G の
開集合の部分集合をすべて含む Dynkin族であることが簡単に示される．よって，Dynkin族定理により D = B(G).

次に，{Gn} を相対コンパクトな開集合の増大列で，Gn ⊂ Gn+1,
⋃∞

n=1 = E を満たすものをとる．そうして，
f ∈ Lp(E;m)∩B(E)+ に対して，fn = f · 1Gn とおくと，↑ lim

n→∞
fn = f である．よって，fn ∈ H であれば，(ii)よ

り f ∈ H がわかる．そこで，fn ∈ H を示そう．fn ∈ B(Gn)+ であるから，適当な非負値の単関数列 {gn,k} が存在

して，fn =↑ lim
k→∞

gn,k とできる．特に，各 gn,k は gn,k =

ℓn,k∑
i=1

αn,k
i 1An,k

i
, An,k

i ∈ B(G), αn,k
i ≥ 0 と表示できること

から，gn,k ∈ H が，従って，fn ∈ H がわかる．

Proof of (定理 3.12): u ∈ L2(E;m) を非負値の普遍可測集合とすると，適当な u1, u2 ∈ L2(E;m) ∩ B(E) で，
u1 ≤ u ≤ u2, m

(
{u1 < u2}

)
= 0 となるものが存在することから， ptu1 ≤ ptu ≤ ptu2 かつ m

(
{ptu1 < ptu2}

)
= 0

を満たす．よって，ptu1 および ptu2 が準連続関数ならば，補題 3.9より，ptu も準連続関数であることがわかる．
よって，初めから u は Borel可測であるとしてよい．
そこで，F =

{
f ∈ L2(E;m) ∩B(E)+ : ptf は準連続関数

} とおくと，(C0(E))+ ⊂ F であることがわかる．実
際，u ∈ (C0(E))+ ならば，

pt(αRαu)(x) = αRα(ptu)(x) =−→ ptu(x), x ∈ E, α→ ∞

であるが，ptu ∈ F より，この収束は E1 でもあることがわかる．また，命題 3.2 からRα(ptu) は α-超過関数である
ことに注意すると，定理 3.6によって Rαu ∈ F である．よって，定理 2.8により f ∈ F がわかる．
また，{fn} を単調増加な F の関数列で，f ∈ L2(E;m) に収束するものとすれば，

ptfn ∈ F, E1(ptfn, ptfn) ≤
1

t
‖fn‖2L2

に注意すると，ptfn が ptf に E1 で収束することもわかるので，上の議論を繰り返せば，f ∈ F であることがわか
る．よって，単調族定理 (補題 3.15)によって，F ⊃ L2(E;m)∩B(E)+ がわかる．一般の普遍可測な L2(E;m) の元
f については f = f+ − f− と正の部分と負の部分に分けることにより，ptf 準連続であることがわかる．
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3.5 直交射影と到達分布
ここでも，

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
Hunt過程Mに対応する Dirichlet形式 (E,F)

::::::::::::
は正則であると仮定する．概 Borel集合 B ⊂ E に対して，

FE\B :=
{
u ∈ F : ũ(x) = 0, q.e. x ∈ B

}
(3.42)

とおく．但し，ũ は u ∈ F の準連続修正である．各 α > 0 に対して，FE\B は Hilbert空間 (F,Eα) の閉部分空間で
ある．そこで，Hα

B を，その直交補空間とする：

F = FE\B ⊕Hα
B ; Hα

B =
(
FE\B

)⊥
=

{
v ∈ F : Eα(u, v) = 0, ∀u ∈ FE\B

}
(3.43)

このとき，Hα
B への射影を PHα

B
とおく．

一方，α-位の到達分布は Hα
B(x,A) は (3.18)で定義している：

Hα
B(x,A) = Ex

[
e−ασBIA(XσB

)
]
, x ∈ E, A ∈ B.

従って， v を非負値の普遍可測函数とすると，

Hα
Bv(x) = Ex

[
e−ασBv(XαB

)
]

で定義される．なお， v が q.e. で定義されている非負値の関数のときは，適当に E 上に非負値の普遍可測関数とし
て拡張したものと考える．

定理 3.13 任意の α > 0, u ∈ F に対して，Hα
B |ũ| は q.e.で有限な値を取り，Hα

Bũ は PHα
B
u の準連続修正となる．

この定理を証明するために，ひとつ補題を用意する：

補題 3.16 u ∈ F を {pt : t > 0} に関して α-超過関数とする．一方，uB を u の B 上の α-被約関数とする (see §2.5)．
このとき，Hα

Bu は uB の準連続修正である．

Proof: 仮定から u は細連続，従って，準連続であることがわかる (定理 3.6, 補題 3.14)．さらに，{Tt : t > 0} に関
して α-超過関数である．よって，補題 2.18および補題 2.19より

Hα
Bu ≤ uB , m-a.e., (3.44)

Hα
Bu = u, q.e. on B (3.45)

を満たすことを言えばよい．実際，Hα
Bu は {pt : t > 0} に関して α-超過関数であるから，{Tt : t > 0} に関しても

α-超過関数だからである．よって，Hα
Bu ∈ F が出てくる．すると，補題 3.14より u は準連続であるから，(3.45)に

よって，H̃α
Bu = Hα

Bu = u = ũ, q.e. on B が成り立つ．これは，Hα
Bu = uB であることを示している．

さて，x ∈ Br のとき Px(σB = 0) = 1 だから，Hα
Bu(x) = Ex

[
e−ασBu(XσB

)
]
= u(x) が成り立つことから，(3.45)

は，定理 3.5および定理 3.9より直ちにわかる．あとは (3.44)を示せば十分である．
そこで，uB(∈ F) の非負値で Borel可測な準連続修正 ũB を考える．次を示す：

e−αtptũB(x) ≤ ũB(x), ∀ t > 0, ∀x ∈ E \N ; (3.46)

ũB(x) = u(x), ∀x ∈ B \N ; (3.47)

Px

(
t 7→ ũB(Xt) は [0,∞) 上で右連続 )

= 1, ∀x ∈ E \N. (3.48)

uB は {Tt : t > 0} に関して α-超過関数であり，ptũB は定理 3.12 より準連続関数であるから，(3.46)は q.e.

x ∈ E が任意の t > 0 について成立する．また，(2.35)より，(3.47)が q.e. on B で成立することが分かる．さらに，
定理 3.11によって，(3.48)が [0, ζ) において成立するが，補題 3.14により，これを [0,∞) まで拡張することが可能
である．定理 3.8より，適当な除外集合 N が存在して，(3.46)が任意の有理数 t > 0 に対して成立するようにできる．
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任意の x ∈ E \ N に対して，(3.46) および (3.48) により，確率過程 (e−αtũB(Xt),Ft,Px) は右連続な非負値
supermartingaleである．よって，任意抽出定理により,

Hα
BũB(x) = Ex

[
e−αtũB(XσB

)
]
≤ Ex

[
e−α0 ũB(X0)

]
= ũB(x).

一方，(3.47)および (3.48)より Hα
BũB(x) = Hα

Bu(x) が成り立つから，Hα
BũB ≤ ũB が q.e. で成立する． よって

(3.44)が示される．
Proof (定理 3.13): まず，u を {pt : t > 0} に関して α-超過関数であるとする．(2.37)および (2.38)における議論に
よって，u の B 上の α-被約関数 uB は PHα

B
u と一致することがわかる．よって，今示した補題により Hα

Bu は PHα
B
u

の準連続修正であることがわかる．
次に，一般の u ∈ F に対しては， (−n)∨ (u∧ n) で近似することにより，さらに，u = u+ − u−, u± ∈ F と正の

部分と負の部分に分けることにより，初めから u は有界な非負値関数と仮定してよい．各 β > 0 に対して，Rβ ũ は
有界な α-超過関数となる．ここで，Hα

BRβ ũ は PHα
B
(Gβu) の準連続修正であることに注意する．

一方，βGβu は，補題 2.4より，β → ∞ のとき u に E1-収束することから，PHα
B
(βGβu) も PHα

B
u に β → ∞ の

とき E1-収束することが分かる. また，適当に適切除外集合 N を取ることにより，ũ に対して (3.40)が x ∈ E \ N
に対して成立するから， lim

β→∞
Hα

B(βRβ ũ)(x) = Hα
Bũ(x), x ∈ E \ N が成り立つ．よって，定理 2.8により Hα

Bũ は
PHα

B
u の準連続修正であることがわかる．

次に，B ⊂ E を概 Borel集合とし, G = E \B とおく．このとき，FG は (2.37) の右辺で定義される F の部分空間
である (FG = {u ∈ F : ũ = 0 q.e. on B}). G 上の m に関して自乗可積分な実可測函数全体 L2(G;m) は L2(E;m)

の部分空間 {
f ∈ L2(E;m) : u = 0 m-a.e. on B

} と同一視できる．この同一視の下，FG は L2(G;m) の線形部分空
間であるが, 一般にはその稠密な部分空間であるとは限らない．しかしこの条件を除いては

EG(f, g) := E(f, g), f, g ∈ FG, (3.49)

によって定義される L2(G;m) 上の双線形形式 EG は L2(G;m) 上の Dirichlet形式としての条件を全て満たしている
ことがわかる．EG を Dirichlet形式 E の G 上の部分形式 (the part form on G)と呼ぶ．
次に G を (E の)開集合とするとき，Hunt過程Mに対して，{X0

t } を次のように定義する: ω ∈ Ω, t ∈ [0,∞)

に対して，
X0

t (ω) =

{
Xt(ω), 0 ≤ t < σB(ω),
∆, t ≥ σB(ω).

(3.50)

但し，X0
∞(ω) = ∆ と約束する．また，ζ0(ω) := ζ(ω) ∧ σB(ω), ω ∈ Ω, G∆ = G ∪ ∆ とおくと，MG :=

(Ω,M, {X0
t }, ζ0, {Px}x∈G∆

) は (G,B(G)) 上の Markov 過程となる．これを M の G における部分過程 (the part

of the process M on the set G)と呼ぶ．このとき，MG の推移関数とMarkov Resolvent核は，それぞれ

p0t f(x) := Ex

[
f(Xt); t < σB

]
, R0

αf(x) := Ex

[ ∫ σB

0

f(Xt)dt
]
, x ∈ G (3.51)

という表示をもつ．特に {p0t ; t ≥ 0} は (G,B(G)) 上の劣Markov核であり，定義 §3.2 におけるMarkov推移関数の
性質 (t.1), (t.2), (t.3) を ((E,B) を (G,B(G)) に置き換えて)満たすことがわかる． また，(3.51)の右辺によって，
p0t f 及び R0

αf は E 上の関数に自然に拡張される．ところで，B = E \G が閉集合であることと
◦

B ⊂ Br ⊂ Ba = B

に注意すると，定理 3.5より B \ Br が半極集合であり，従って，定理 3.9より，それは除外集合となることから，
Px(σB = 0) = 1, q.e. on B が成り立つ．よって，p0t f 及び R0

αf は B 上 q.e.で 0 に等しいことが分かる．
一方，(3.26) より, f ∈ L2(E;m) ∩Bb に対して

Rαf(x) = R0
αf(x) +Hα

BRαf(x), x ∈ E, (3.52)

が成り立つ (そこでは B がコンパクトのときに成り立つとしているが，概 Borel集合に対しても成立する)が, 定理
3.13を考慮すれば, この等式は Rαf の (F,Eα) 内での FG とその直交補空間 Hα

B への直和分解式に他ならないこと
が分かる. 従って

R0
αf ∈ FG, Eα(R

0
αf, v) = (f, v), ∀ f ∈ L2(E;m) ∩Bb, v ∈ FG, (3.53)
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(3.53) で特に v = R0
αg とおくと, R0

α の m に関する対称性

(R0
αf, g) = (f,R0

αg), f, g ∈ (B(G))b ∩ L2(G : m), (3.54)

が得られる. 故に p0t も G 上で m に関して対称である. その結果推移関数 {p0t ; t ≥ 0} は L2(G;m) 上のマルコフ的
で対称な線形作用素の強連続縮小的半群 {T 0

t ; t > 0} を一意に定めることが示される．実際，G が開集合であるから，
f ∈ Cb(G), x ∈ G に対して，

lim
t→0

p0t f(x) = lim
t→0

Ex

[
f(Xt); t < σB

]
= Ex

[
f(X0); 0 < σB

]
= f(x)P(σB > 0) = f(x)

が成り立つことから，命題 3.3より結論を得られる．しかも {T 0
t ; t > 0} から決まる L2(G;m) 上の Dirichlet形式が,

EG に他ならないことを方程式 (3.53) は示している. 以上より

定理 3.14 G を E の開集合し, MG を M の G 上の部分過程, EG を E の G 上の部分形式とする．MG は G 上で
m に関して対称であり, EG は L2(G;m) 上の正則な Dirichlet形式である. そして MG の L2(G;m) 上の Dirichlet形
式は EG と一致し, 等式 (3.53) が成立する.
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Chapter 4

Feller半群

(E, ρ) を局所コンパクトで可分な距離空間, B を E 上の Borel集合族とする．また，m そ至る所正である Radon測
度とする．

4.1 Feller半群とMarkov過程
M = (Ω,M, {Mt}, Xt, θt,Px) は (E,B) を状態空間とするMarkov過程とする．また，すべての x について t 7→ Xt

は Px-a.s で [0,∞) の各点で右連続とする．このとき，Mは発展的可測である．すなわち，任意の t ≥ 0 に対して，
(2変数)写像 Φt : (s, ω) 7→ Xs(ω) は B[0, t]×Mt/B-可測である．

命題 4.1 {Xt} を発展的可測，σ を {Mt}-停止時間に対して

Xσ(ω) := Xσ(ω)(ω), ω ∈ Ω

とおくとき，Xσ は Mσ/B-可測である．

Proof: {Mt}-停止時間 σ に対して，

Mσ =
{
A ∈ M : ∀ t ∈ [0,∞), A ∩ {σ ≤ t} ∈ Mt

}
であった，また，{Xt} は発展的可測であるから，任意の t ∈ [0,∞), A ∈ B に対して，

{(s, ω) : Xs(ω) ∈ A, 0 ≤ s ≤ t} ∈ B[0, t]×Mt

である．ところで，A ∈ B に対して {Xσ ∈ B} ∈ Mσ であること, あるいは同値な条件である

{Xσ ∈ B} ∩ {σ ≤ t} ∈ Mt, ∀ t ∈ [0,∞) (4.1)

を示せば命題の証明は終わる．そこで，各 t に対して Ψt : {σ ≤ t} → [0, t]× Ω を Ψt(ω) = (σ(ω), ω), ω ∈ {σ ≤ t}
で定義すると，今，写像 ω 7→ Xσ(ω) の {σ ≤ t} への制限は Φt ◦Ψt であることに注意する．{Xt} は発展的可測で
あるから，Φt は B[0, t]×Mt/B-可測である．一方，各 0 ≤ s1 < s2 ≤ t および Λ ∈ Mt に対して，

Ψ−1
t

(
(s1, s2]× Λ

)
=

{
ω ∈ Ω : Ψt(ω) ∈ (s1, s2]× Λ

}
= {ω ∈ Ω : s1 < σ(ω) ≤ s2} ∩ Λ ∈ Mt

が成り立つから，Ψt は Mt/B[0, t]×Mt-可測である．ゆえに，Φt ◦Ψt は Mt/B-可測である．従って，(4.1)が示さ
れた．

この節の主結果を述べよう．

定理 4.1 Mを (E,B∗) を状態空間とする右連続なMarkov過程とする．また，適当な E 上の有界連続な関数からな
る線形空間 L があって，次の条件を満たすものとする：
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(i) 各 f ∈ L, α > 0, x ∈ E∆ に対して，写像 t 7→ Rαf(Xt) は [0, ζ) の各点において Px-a.s. に対して右連続．

(ii) 任意の開集合 G ⊂ E に対して，適当な fn ↑ 1G を満たす単調増加な関数列 {fn} ⊂ L が存在する．

このとき，M = (Ω,M, {Mt+}, Xt, θt,Px) は強Markov性を持つ．

Proof: 任意に µ ∈ P(E∆), A ∈ B∆ および σ を {Mt+}-停止時間をとる．このとき，各 n ∈ N に対して，

σn(ω) =


k

2n
on

{k − 1

2n
≤ σ <

k

2n

}
∞ on {σ = ∞}.

と定義すると，σn ↓ σ (n → ∞)，かつ σ(ω) < ∞ ならば σn(ω) > σ(ω) が成り立つ．また， 各 σn も {Mt+}-停止
時間となる．実際，各 t <∞ に対して，([2nt]− 1)/2n ≤ t− 1/2n に注意すると

{σn < t} =

[2nt]−1⋃
k=1

{
σn =

k

2n

}
=

[2nt]−1⋃
k=1

{k − 1

2n
≤ σ <

k

2n

}
∈ Mk2−n ⊂ Mt

となるからである． このとき，各 f ∈ L, α > 0, x ∈ E∆ に対して，

Ex

[ ∫ ∞

0

e−αtf(Xσ+t)dt
]
= lim

n→∞
Ex

[ ∫ ∞

0

e−αtf(Xσn+t)dt
]

= lim
n→∞

∞∑
k=1

Ex

[ ∫ ∞

0

e−αtf(Xk2−n+t)dt;σn = k2−n
]

(4.2)

が成り立つ．{σn = k2−n} = {(k − 1)/2n ≤ σ < k/2n} ∈ Mk2−n であるから，{Xt} の ({Mt} に関する) Markov性
を用いると，(4.2)の最右辺は，

lim
n→∞

∞∑
k=1

Ex

[
EXk2−n

[ ∫ ∞

0

e−αtf(Xt)dt
]
;σn = k2−n

]
= lim

n→∞
Ex

[
Rαf(Xσn)

]
となる．一方， Px-a.s. で，t 7→ Rαf(Xt) は [0, ζ) の各点において右連続，[ζ,∞] の各点において 0 となることか
ら，結局 [0,∞] で右連続となる．従って， σn ↓ σ (n→ ∞) より，上の右辺の極限は Ex

[
Rαf(Xσ)

] だから，Fubini

の定理を用いると ∫ ∞

0

e−αtEx

[
f(Xσ+t)

]
dt = Ex

[
Rαf(Xσ)

]
=

∫ ∞

0

e−αtEx

[
EXσ

[
f(Xt)

]]
dt

がすべての α > 0, x ∈ E∆, f ∈ L で成立することがわかる．また，t 7→ Ex[f(Xt+σ)] および t 7→ Ex

[
EXσ

[f(Xt)]
]

はともに右連続であり，それぞれの Laplace変換が一意することから，Laplace逆変換の一意性により，

Ex[f(Xt+σ)] = Ex

[
EXσ

[f(Xt)]
]

が成り立つことがわかる．次に，仮定 (ii)により，任意の開集合 G ⊂ E に対して，

Px

(
Xt+σ ∈ G

)
= Ex

[
PXσ

(Xt ∈ G)
]

が成り立つことがわかるから，MCT定理を用いることにより G ∈ B に対して成立することがわかる．
最後に，任意の Λ ∈ Mσ+ に対して，σΛ = σ on Λ, σΛ = ∞ on Λc として σΛ を定義すると，σΛ は {Mt+}-停止

時間である．実際，{σΛ ≤ t} = {σ ≤ t} ∩ Λ ∈ Mt+ だからである．ここで，f を有界な B∆-可測函数とすると，

Ex

[
f(Xt+σΛ

)
]
= Ex

[
f(Xt+σ); Λ

]
+ f(∆)Px(Λ

c)

であり，また
Ex

[
EXσΛ

[f(Xt)]
]
= Ex

[
EXσ

[f(Xt)]; Λ
]
+ f(∆)Px(Λ

c)
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が成り立つ．そこで，集合 {
f ∈ (B∆)b : Ex[f(Xt+σ)] = Ex

[
EXσ

[f(Xt)]
] }

(4.3)

を考えると，これは線形空間であり 1E∆ を含む．また，f(∆) = 0 を満たす有界で B∆-可測な関数は B-可測な関数
とみなせることから，上で示したことにより，そのような関数は (Λ = Ω とおくことで σΛ = σ となるから) (4.3)の
集合に属することがわかる． また，任意の (B∆)b に属する関数は，1E∆

と Bb に属する関数の線形結合で表示でき
ることから，結局 (4.3) の集合は (B∆)b と一致する．よって，定理が示された．

注意 4.1 {F 0
t } は最小の適合的フィルトレーションであるから (see Section 3.1)，Ft+ ⊂ Mt+ が成り立つ． した

がって，{Mt+} に関してMarkov性をもてば {Ft+} に関してもMarkov性を持つ．よって，補題 3.2から Ft = Ft+

が任意の t について成り立つことがわかる．

4.2 Feller過程の構成
§3.3 において，M を Hunt過程とするとき，その推移半群 {Pt} が m-対称であるならば，L2(E;m) 上の Dirichlet形
式 (E,F) が構成出来ることを述べた．一般には，(E,F) は正則であるとは限らない．しかし，正則な Dirichlet形式
が与えられると，それに対応する m-対称な Hunt過程を構成することが出来る．

定理 4.2 (Fukushima’s existence theorem) (E,F) を L2(E;m) 上の正則な Dirichlet形式とすると，E 上の m-対称な
Hunt過程Mが存在して，(E,F) は Mの Dirichlet形式となる．

この定理は，以下に述べる C∞(E) 上の Feller推移関数に対応する Hunt過程 (Feller過程と呼ばれている)の存在
定理とならんで，Markov過程論研究において重要な役割を果たす．本講義ではその証明は省略するが，証明のカギと
なるのは第 3章において紹介した確率論的ポテンシャル論を用いて，Feller推移関数の場合での C∞-関数を狭い意味
の準連続関数に置き換えることと，除外集合を許す (容量零の集合を除く)ことにある．

定理 4.3 (Feller過程の存在)

{Pt(x,A), t ≥ 0, x ∈ E,A ∈ B(E)} を (E,B) 上の sub-Markov推移関数とし，各 x ∈ E に対して，P0(x, ·) = δx(·)
を満たすものとする．但し，δx は x における delta測度とする．また，C∞(E) を無限遠点 で 0 となる E 上の連続
関数全体を表し，次の条件を満たすものとする：

(1) 各 t ≥ 0 に対して，PtC∞(E) ⊂ C∞(E) を満たす；

(2) 各 f ∈ C∞(E) に対して，lim
t↓0

sup
x∈E

∣∣Ptf(x)− f(x)
∣∣ = 0 が成り立つ；

このとき，推移関数が Pt(x,A) であるような適当な (E,B) を状態空間とする Hunt過程が存在する；

Px(Xt ∈ A) = Pt(x,A), x ∈ E, t ≥ 0, A ∈ B. (4.4)

Proof: E∆ を E の 1点コンパクト化とする．但し，E が既にコンパクトの場合は，∆ を孤立点として E に付け
加える．このとき，Pt(x,A) を，次のように (E∆,B∆) 上の Markov 推移関数に拡張したものを Nt(x,A) とする:

x ∈ E∆, t ≥ 0, A ∈ B∆,

Nt(x,A) :=

{
Pt(x,A ∩ E) + 1A(∆)

(
1− Pt(x,E)

)
, x ∈ E,

1A(∆), x = ∆.
(4.5)

C := C(E∆) :=“E∆ 上の連続関数全体”とおく．f ∈ C に対して，g を，f − f(∆) の E への制限とすると，

Ntf(x) = Ptg(x) + f(∆), x ∈ E, Ntf(∆) = f(∆)
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を満たす．よって，各 f ∈ C に対して，g ∈ C∞(E) であることから，Ntf ∈ C であって，かつ Ntf は，t ↓ 0 のと
き E∆ 上で f に一様収束することが分かる．さらに，f ∈ C に対して，

Nt+sf −Ntf = Nt(Nsf − f) → 0 as s ↓ 0

となることから，t 7→ Ntf は右連続となることが分かる．従って，任意の α > 0に対して，Rαf(x) :=
∫∞
0
e−αtNtf(x)dt

とおくと，Rαf ∈ C が成り立つ．また， αRαf(x) =
∫∞
0
e−tNt/αf(x)dt に注意すると αRαf は E∆ 上で一様に f

に収束することが分かる．
ところで，C∞(E) は，C = C(E∆) の関数 f で f(∆) = 0 を満たす全体からなる C の部分空間と同一視できる．

この同一視の下，各 α > 0 に対して，RαC∞(E) ⊂ C∞(E) となる．特に， 任意の α > 0 と E 上で至るところ正で
ある C∞(E) の元 f に対して，Rαf も E 上で至るところ正となることが分かる． 実際，任意の x0 ∈ E に対して
f(x0) = λ > 0 とおく．(2) より，ε = λ/2 > 0 に対して，適当な t0 > 0 が存在して，

|Ptf(x0)− f(x0)| ≤ sup
x∈E

∣∣Ptf(x)− f(x)
∣∣ < ε =

λ

2
, 0 ≤ t ≤ t0

を満たす．よって，0 ≤ t ≤ t0 を満たす任意の t について Ptf(x0) ≥ f(x0)− ε = λ/2 が成立する．ゆえに，

Rαf(x0) =

∫ ∞

0

e−αtNtf(x0)dt ≥
∫ t0

0

e−αtPtf(x0)dt ≥
e−αt0λt0

2
> 0

となる．
次に T := [0,∞) とし, W := ET

∆ 及び G := BT
∆ を (E∆,B∆) の無限直積可測空間とする．すると，Kolmogorov

の拡張定理により，各 x ∈ E∆ に対して，(W,G) 上に確率測度 Px で，(W,G,Px) 上の座標関数 Xt(w) = w(t) が
(E,B) を状態空間に持つMarkov過程であって，{Nt(x,A)} を推移関数としてもつものが存在する．
各 t ∈ [0,∞) に対して Gt := σ(Xs; s ≤ t) とおき，Q+ = Q ∩ [0,∞) と定める．W の元で，次の条件を満たす w

の全体を Λ で表す：

(a-i) 各 t > 0 に対して， lim
s↑t, s∈Q+

w(s) が E∆ に存在する；
(a-ii) 各 t ≥ 0 に対して， lim

s↓t, s∈Q+

w(s) が E∆ に存在する;

(b) w(t) ∈ E を満たす任意の t ∈ Q+ に対して，w(Q ∩ [0, t]) は E の有界集合となる．

但し，E がすでにコンパクトであるときは，(b)を満たす w 全体は W と一致する，このとき，条件 (a), (b)を満た
す元 w ∈W の全体をそれぞれ Λa と Λb とおけば，Λ = Λa ∩Λb となる．次に，Λ ∈ G 及び Px(Λ) = 1, x ∈ E∆ を
示す．

Step 1. f ∈ C+ に対して，g = Rαf, α > 0 とおく．このとき，任意の t > 0 に対して

e−αtNtg(x) =

∫ ∞

t

e−αuNuf(x)du ≤ g(x)

である．従って，0 ≤ t < s, Γ ∈ Gt 及び x ∈ E∆ に対して，Markov性を用いると，

Ex

[
e−αsg(Xs); Γ

]
= Ex

[
e−αsg(Xs−t) ◦ θt; Γ

]
= Ex

[
e−αsEXt

[g(Xs−t)]; Γ
]

= Ex

[
e−αsNs−tg(Xt); Γ

]
= Ex

[
e−αt · e−α(s−t)Ns−tg(Xt); Γ

]
≤ Ex

[
e−αtg(Xt); Γ

]
が成り立つことが分かる．従って，各 x ∈ E∆ に対して，{e−αtg(Xt),Gt, t ≥ 0} は Px に関する非負値 super-

martingaleとなる．
次に，E 上至るところで正であるような f ∈ C∞(E) をとり，g := Rαf, α > 0 とおくと，上に述べたことによ
り，g ∈ C∞(E) であり，かつ E 上至るところ正となることが分かる．ところで，E がコンパクトでないとき，

Λc
b :=

⋃
t∈Q+

Γt :=
⋃

t∈Q+

{
w ∈W : e−αtg(Xt(w)) > 0, inf

s∈Q∩[0,t]
e−αsg(Xs(w)) = 0

}
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が成り立つ．実際，g は E 上至るところ正であるから，“g(x) = 0 ⇔ x = ∆” である．よって，t > 0 に対し
て， w(t) ∈ E と g(Xt(w)) = g(w(t)) > 0 は同値であるからである．
次に，T (w) = inf{t ∈ Q+ : g(Xt(w)) = 0}, w ∈W とおくと，任意の t > 0 に対して，

{T ≤ t} =
⋃

s∈Q∩[0,t]

{
e−αsg(Xs) = 0

}
∈ Gt

より T は {Gt}-停止時間となる．また，各 n ∈ N に対して，停止時刻 Sn = inf{t ∈ Q+ : e−αtg(Xt) < 1/n}
を考えると，任意の n に対して Sn ≤ T である．よって，任意の有理数 q ≥ 0 に対して，停止時間 Sn および
T + q に対して任意抽出定理を適用すると，

Ex

[
e−αT g(XT+q), T <∞

]
= Ex

[
e−αT g(XT+q)

]
≤ Ex

[
e−αSng(XSn

)
]
≤ 1

n

が任意の n について成立することから，Px

(
g(XT+q) = 0, T <∞

)
= 1 が成り立つ．よって，

Px

(
g(Xt) = 0, t ∈ Q ∩ [T,∞)

)
= 1

が成り立つ．また，{g(Xt) = 0, t ∈ Q ∩ [T,∞)} = Λb である． よって，Px(Λb) = 1, x ∈ E∆.

Step 2. E∆ 上の距離を同じく d とし，各 ε > 0 に対して，

hε(x, y) =

{
1 if d(x, y) ≥ ε,
0 if d(x, y) < ε

と定義する．U を [0,∞) の有限集合で，u1 < u2 < · · · < u2n と (偶数個の組と)する．このとき，

Hε(U) := Hε(U)(w) :=

n∑
k=1

h
(
Xu2k−1

(w), Xu2k
(w))

とおくと，作り方から Hε(U) は G-可測である． 任意の D ⊂ [0,∞) に対して，

Hε(D) = sup
U⊂D,U:finite,
even numbers

Hε(U)

と定める．D が可算集合ならば，Hε(D) も G-可測であることがわかる． 従って，

Λa =

∞⋂
n=1

∞⋂
m=1

{
H1/n

(
Q ∩ [0,m]

)
<∞

}
であることに注意すると，Λa ∈ G がわかる．一方，Step 1. より，各 f ∈ C+ に対して，g = Rαf, α > 0 とお
くと，{e−αtg(Xt)} は supermartingaleであるから，任意の x ∈ E∆ に対して，t 7→ e−αtg(Xt) は Px-a.s. で，
[0,∞) ∩Q 上において右極限，(0,∞) ∩Q で左極限を持つ． よって，このことは f ∈ C に対しても成立する．
Λ(α, f) を，t 7→ g(Xt(w)) を Q+ 上の関数と見たとき，[0,∞) の各点で右極限，(0,∞) で左極限をもつよう
な，w ∈ W の全体集合とする．今述べたことから Px(Λ(α, f)) = 1, x ∈ E∆, f ∈ C である．次に，{αn}
を lim

n→∞
αn = ∞ となる数列とする．また，{fk}

(
⊂ C

) を C において稠密な可算部分集合とする．すると，{
αnRαnfk : n ≥ 1, k ≥ 1

} は C において一様ノルムに関して稠密であることがわかる．実際，任意の f ∈ C

に対して, α→ ∞ のとき αRαf は一様に f に収束するからである．
さて，Λ′ を，次の条件を満たす w ∈W の全体集合とする：『任意の f ∈ Cに対して，t 7→ f(Xt(w))を Q+ から
Rへの関数とみて，[0,∞)の各点で右極限，(0,∞)で左極限を持つ』. すると，明らかにΛ′ =

⋂
n≥1

⋂
k≥1

Λ(αn, fn)

となるから，すべての x ∈ E∆ に対して Px(Λ
′) = 1 となる．作り方から Λ′ = Λa より，Px(Λ) = 1 となるこ

とがわかった．
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Step 3. W から Λc を取り除いた集合を W ′ とおく：W ′ := W ∩ Λ. そうして，G′
t :=

{
A ∩ Λ : A ∈ Gt

}
, G′ :={

A ∩ Λ : A ∈ G
} とおき，さらに P′

x := Px

∣∣
G′ と定義する．また，Xt を W ′ に制限したものを X ′

t と書く：
X ′

t = Xt

∣∣
W ′ .

このとき，各 x ∈ E∆ に対して，(W ′,G′, {G′
t},Px) に関して，{X ′

t} はMarkov過程となることがわかる． そ
こで，以下 ′ をすべて省略して書くことにする．すなわち，W := Λ として考えることにする．
次に，各 t ≥ 0 と w ∈W に対して，

Zt(w) := lim
s↓t, s∈Q

Xs(w) (4.6)

とおく．W = Λ であったから，(4.6)の (右)極限は必ず存在する．
各 w ∈ W に対して，t 7→ Zt(w) は至る所右連続で，かつ左極限が存在する．さらに，Zt(w) = ∆ のとき，
s ≥ t ならば Zs(w) = ∆ となる．また，Zt は (Gt+)/B∆-可測である．実際， t ≥ 0 に対して

A :=
{
A ∈ B∆ : {Zt ∈ A} ∈ Gt+

}
とおくと，A は E∆ 上の σ-加法族である．また，t 7→ Zt の右連続性によりA は E∆ の開集合族を含むことが
分かる．よって，A = B∆ が結論づけられ，Zt が (Gt+)/B∆-可測であることがわかる．
次に，(W,G, {Gt+}, {Zt}t≥0,Px) は (4.5)を推移関数にもつ (E,B) を状態空間とするマルコフ過程となること
を示す．さらに Px(Xt = Zt) = 1 が任意の t ≥ 0 について成立することも示す．
そこで，x ∈ E∆, t ≥ 0, Γ ∈ Gt+ を任意にとり，また f ∈ C および s > t を s− t ∈ Q となるように任意にと
る．{tn} を t に収束する狭義単調減少の有理数列とし，sn := s− t+ tn とおく．{sn} は狭義単調減少の有理
数列で s に収束する．各 n に対して，Γ ∈ Gtn を任意にとると，{Xt} のMarkov性から

Ex

[
f(Xsn); Γ

]
= Ex

[
Ns−tf(Xtn); Γ]

が任意の n について成り立つ．一方， n→ ∞ のとき Xsn → Zs, Xtn → Zt より，x 7→ Ns−tf(x) の連続性を
使うことで，上の両辺で n→ ∞ とすると，

Ex

[
f(Zs); Γ

]
= Ex

[
Ns−tf(Zt); Γ]. (4.7)

さらに，上の等式において t 7→ Ntf(x)の右連続性を用いることで，{qn} ⊂ Qで qn ↓ s− tとなるものを考える
ことにより，s− tが有理数であるという条件は外すことができる． (4.7)は任意の f ∈ Cに対して成り立つから，
f ∈ (B∆)bに対しても成立させることができる (MCTに持ち込むとよい). 以上により，(W,G, {Gt+}, {Zt}t≥0,Px)

はMarkov過程になることが示された．
次に，任意に g ∈ (B∆)b, f ∈ C, t ∈ [0,∞) かつ sn ↓ t (n→ ∞) を満たす有理数列 {sn} を考えると，

Ex

[
f(Xsn)g(Xt)

]
= Ex

[
Nsn−tf(Xt)g(Xt)

]
であるから，n→ ∞ とすると，

Ex

[
f(Zt)g(Xt)

]
= Ex

[
f(Xt)g(Xt)

]
が成り立つ．ここでも，MCTを用いることにより，

Ex

[
h(Zt, Xt)

]
= Ex

[
h(Xt, Xt)

]
が任意の有界な B∆ ×B∆-可測函数 h に対して成立することが分かるから，Px(Xt = Zt) = 1 が成り立つ (h と
して，例えば距離関数 d を考える)．
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Step 4. 証明の次の段階として，Ω を次のような関数 ω 全体とする：『 ω : [0,∞] → E∆ であって，t 7→ ω(t) は
[0,∞) の各点で右連続で，(0,∞) の各点で左極限が存在する．さらに，ω(∞) = ∆ であって，また ω(t) = ∆

ならば，任意の s ≥ t に対して ω(s) = ∆ が成り立つ．』
すると，各 w ∈ W に対して，t 7→ Zt(w) は Ω に属する．但し，Z∞(w) = ∆ と約束しておく．各 ω ∈ Ω に
対して，Yt(ω) = ω(t) と定め，さらに，すべての t ∈ [0,∞] に対して F 0

t := σ(Ys : s ≤ t) とおく．このとき，
写像 π : W → Ω を (πw)(t) := Zt(w) と定義すると，π−1F 0

∞ ⊂ G かつ各 t ∈ [0,∞) に対して π−1F 0
t ⊂ Gt+

が成り立つ (Zt は (Gt+)/B∆-可測であった)．次に P̂x := Pxπ
−1 とおく． また，平行移動 θt : Ω → Ω を

θtω(s) := ω(t+ s) と定義する．このとき，(Ω,F 0
∞, {F 0

t }, Yt, θt, P̂x) は，Pt(x,A) を推移関数とする，(E,B)

を状態空間とするMarkov過程となることが示される．
さらに，注意 4.1 から，F 0

t ,F
0 の完備化を考えることにより (Ω,F , {Ft}, Yt, θt, P̂x) は右連続なMarkov過程

であることがわかるから，定理 4.1によって強Markov性を持つこともわかる． 以下簡単のために P̂x の “ˆ”

を外して考える．

Step 5. 最後に {Yt} の準左連続性を示す．
{σn} を単調増加な停止時間の列，その極限を σ とおくとき，{σ <∞} 上で Yσn

→ Yσ, Px-a.s. が成り立つこ
とをいう．そのためには，σ は有界な停止時間として証明をすれば十分である．実際，有界な停止時間で証明
ができれば，σn ∧ ℓ, σ ∧ ℓ とおいて，n→ ∞ とした後 ℓ→ ∞ とすればよい．ここで，Yt は (0,∞) 上におい
て左極限を持つことから，{σ <∞} 上 Yσ∧ℓ → Yσ, P-a.s. (ℓ→ ∞) がなりたつことがわかる． その際には，ℓ
は（ランダムでない時間変数)で極限を取る，すなわち，Q+ に沿って ∞ とすることに注意しておく．
そこで，まず σ は有界 (仮に，σ ≤ M < ∞) とする．このとき，Yt は (0,∞) の各点で左極限をもつから，
L := lim

n→∞
Yσn

(∈ E∆) が存在する．また，t > 0 に対しても Lt := lim
n→∞

Yσn+t (∈ E∆) が存在することがわか
る．さらに，十分大きい n に対しては， σn + t ∈ [σ, σ+ t] であることと，t 7→ Yt が [0,∞) で右連続であるこ
とから，lim

t↓0
Lt = Yσ となる．

そこで，f, g ∈ C および任意の x ∈ E∆ に対して，g(∆) = 0 であることに注意して，Markov性を用いると

Ex

[
f(L)g(Yσ)

]
= lim

t↓0
lim

n→∞
Ex

[
f(Yσn

)g(Yσn+t)
]

= lim
t↓0

lim
n→∞

Ex

[
f(Yσn

)EYt

[
g(Yσn

)
]]

= lim
t↓0

lim
n→∞

Ex

[
f(Yσn

)
(
Ntg

)
(Yσn

)
]

= lim
t↓0

Ex

[
f(L)

(
Ntg

)
(L)

]
= Ex

[
f(L)g(L)

]
が成り立つ．よって，再びMCTを用いることにより

Ex

[
h(L, Yσ)

]
= Ex

[
h(L,L)

]
が任意の h ∈ (B∆ ×B∆)b に対して成立することがわかる．よって，

L = Yσ, Px-a.s.

が成り立つ．すなわち，準左連続性が示された．
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Chapter 5

加法汎関数(AF)とその応用

E は局所コンパクトで可分な距離空間, Bは E の位相的Borel集合の全体,mは E 上の正のRadon測度で supp[m] = E

をみたすものとし, L2(E;m) 上の正則な Dirichlet形式 (E,F) と E 上の m-対称な Hunt過程 M = (Ω,M, Xt, ζ,Px)

が与えられ, MのDirichlet形式が (E,F) であるとする. Mの推移関数, Resolventをそれぞれ {pt; t ≥ 0}, {Rα, α > 0}
で表す. E 上で定義された数値関数 f はいつも f(∆) = 0 と置いて E∆ に拡張されているものとする.

{Ft} は M の許容する最小の完備なフィルトレーションを表す．

5.1 正値連続AFとRevuz測度
2 変数 t ≥ 0, ω ∈ Ω の数値関数 At(ω) がM の加法汎関数 (Additive Functional; AF)であるとは, 次の性質が満たさ
れるときをいう:

(A.1) 各 t ≥ 0 に対して At(·) は Ft-可測.

(A.2) Λ ∈ F∞ と適切除外集合 N ⊂ E が存在して, 次の条件を満たす:

Px(Λ) = 1, ∀x ∈ E \N, θtΛ ⊂ Λ, ∀t > 0. (5.1)

任意の ω ∈ Λに対して, A·(ω)は [0,∞)上で右連続, (0, ζ(ω))上で左極限を持ち, A0(ω) = 0, |At(ω)| <∞, ∀t <
ζ(ω), At(ω) = Aζ(ω)(ω), ∀t ≥ ζ(ω), であり, 加法性

At+s(ω) = At(ω) +As(θtω), ∀ t, s ≥ 0 (5.2)

が成り立つ．

この定義における Λ, N をそれぞれ加法汎関数 At(ω) の定義集合 (defining set), 除外集合 (exceptional set)とい
う. 特に除外集合 N として空集合が取れるとき, すなわちその定義集合 Λ が Px(Λ) = 1, ∀x ∈ E を満たすように取
れるとき, 加法汎関数 At(ω) は狭義加法汎関数 (AF in the strict sense)と呼ばれる.

2 つの加法汎関数 At(ω), Bt(ω) が m-同値であるとは

Pm(At 6= Bt) = 0, ∀t > 0, (5.3)

が成り立つことであり, このとき A ∼ B と記す．m-同値 “∼” は加法汎関数の集合上の同値関係となることが分かる．

補題 5.1 加法汎関数 A, B が m-同値ならば, 両者に共通の定義集合 Λ と共通の除外集合 N を選んで

At(ω) = Bt(ω), ∀t ≥ 0, ∀ω ∈ Λ, (5.4)

が成り立つようにできる.
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Proof: 加法汎関数 At(ω), Bt(ω) の定義集合, 除外集合をそれぞれ ΛA, NA, ΛB , NB と表し

N0 = NA ∪NB , Λ0 = ΛA ∩ ΛB , Λ1 = {At = Bt, ∀t > 0}, Λ = Λ0 ∩ Λ1,

とおく. N0 は適切除外集合であり，また θt(Λ) ⊂ Λ, ∀t > 0 となることが簡単に分かる．また x ∈ E \ N0 なら
Px(Λ

c
0) = 0 だから

Px(Λ
c) ≤ Px(Λ

c
0) + Px(Λ0 \ Λ1) = Px(Λ0 \ Λ1).

At(ω), Bt(ω) の m-同値性の仮定と右連続性により，g(x) = Px(Λ0 \Λ1), x ∈ E, は m-a.e. に零に等しい．g
∣∣
E\N0

は
M の E \N0 への制限である Hune過程M|E\N0

の超過関数であることが分かるから, 定理 3.6，補題 3.11 をM|E\N0

に適用すると, g = 0 q.e. on E \N0, 従って g(x) = 0, ∀x ∈ E \N1 がある m-極集合 N1 に対して成立する．ゆえ
に，定理 3.8より, N0 ∪N1 を含む適切除外集合 N が存在するから，Λ とこの N が求めるものである.

加法汎関数 At(ω) はその定義集合 Λ に属す全ての ω に対して，t ∈ [0,∞) について [0,∞]-値の連続関数となる
とき, 正値連続と呼ばれる. 正値連続加法汎関数の全体を A+

c で表す．この節の目的は，滑らかな測度のクラス S を
用いて，A+

c (詳しくは，A+
c の m-同値類の全体の集合 A+

c / ∼) の特徴づけを行うことである．
まず，次の補題を示す．

補題 5.2 任意の u ∈ F, ν ∈ S0, 0 < T <∞ 及び ε > 0 に対して，

Pν

(
sup

0≤t≤T

∣∣ũ(Xt)
∣∣ > ε

)
≤ eT

ε

√
E1(ν)

√
E1(u, u) (5.5)

が成り立つ．ここで， E1(ν) = E1(U1ν, U1ν) であり，U1ν は ν に関する 1-potential であった．

Proof: ũを，uのBorel可測な準連続修正とし，B =
{
x ∈ E :

∣∣ũ(x)∣∣ > ε
}とおくと，(5.5)の左辺は eT

∫
E
p(x)ν(dx)

で抑えられる．但し，p(x) = Ex

[
e−σB

]
, x ∈ E である．よって，定理 2.9及び p(x) が eB の準連続修正であること

に注意すると， ∫
E

p(x)ν(dx) = E1(p, U1ν) ≤
√
E1(ν)

√
Cap(B)

≤ 1

ε

√
E1(ν)

√
E1(u, u).

補題 5.3 {un} ⊂ F̃ を E1-Cauchy列とすると，適当な部分列 {nk} が存在して，

Px

(
t 7→ unk

(Xt) は [0,∞)の任意のコンパクト集合で一様収束する
)
= 1, q.e. x ∈ E.

が成り立つ．

Proof: {un} は E1-Cauchy だから，次の不等式を満たすように部分列 {nk} をとることが出来る：√
E1

(
unk

− unk+1
, unk

− unk+1

)
< 2−2k, k ∈ N.

任意の T > 0 及び k ∈ N に対して，Λk :=
{
ω ∈ Ω : sup

0≤t≤T

∣∣unk
(Xt)− unk+1

(Xt)
∣∣ > 2−k

}
とおくと，補題 5.2より

Pν(Λk) ≤ eT 2−k
√
E1(ν)が任意の ν ∈ S0 に対して成り立つ．よってBorel-Cantelliの補題により，Pν

(
lim sup
k→∞

Λk

)
= 0

が成り立つ．ν ∈ S0 は任意だから，定理 2.12より Px

(
lim sup
k→∞

Λk

)
= 0, q.e. が成り立つ．

補題 5.4 (i) A ∈ A+
c に対して，φ(t) = Em[At], t ≥ 0 とおく．φ(t) はある t > 0 で有限ならば，全ての t > 0

で有限である．このとき φ(t) は t ∈ [0,∞) に関して連続な凹関数である．
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(ii) A ∈ A+
c , f ∈ B+ に対して，

1

t
Em [(f ·A)t] ↑, t ↓ 0 (5.6)

が成り立つ．但し， (
f ·A

)
t
(ω) :=

∫ t

0

f(Xs(ω))dAs(ω), t ≥ 0, ω ∈ Λ

であり，Λ は At(ω) の定義集合を表す．

Proof: (i): ct(x) = Ex[At], x ∈ E \N とおくと, 加法汎関数の条件 (5.2)とMarkov性を用いると，任意の t, s ≥ 0

に対して，

φ(t+ s) = Em[At+s] = Em[At +As ◦ θt] = Em[At] + Em

[
EXt

[As]
]
= φ(t) + Em

[
cs(Xt)

]
となる，ここで，{pt} の m-対称性と劣Markov性 (pt1 ≤ 1 m-a.e.)により，

Em

[
cs(Xt)

]
=

∫
E

ptcs(x)m(dx) =

∫
E

cs(x)pt1(x)m(dx) ≤
∫
E

cs(x)m(dx) = φ(s)

である，よって，
φ(t+ s) = φ(t) +

∫
E

ptcs(x)m(dx) ≤ φ(t) + φ(s), t, s ≥ 0 (5.7)

が成立することがわかる．これと φ(t) が t の増加関数であることを合わせると (i)の最初の結論を得る.

次に φ(t) <∞, t ≥ 0 とする. このとき，明らかに φ(t) は t ≥ 0 の連続関数である．また，0 < t < t′, s > 0 と
すと，(5.7) より

φ(t′ + s)− φ(t′) =

∫
E

p(t′−t)+tcs(x)m(dx) =

∫
E

ptcs(x)pt′−t1(x) ≤1
m(dx) ≤

∫
E

ptcs(x)m(dx) = φ(t+ s)− φ(t)

が成り立つ．t′ = t+ s とおくと

φ(t+ 2s)− φ(t+ s) ≤ φ(t+ s)− φ(t);
1

2

(
φ(t+ 2s) + φ(t)

)
≤ φ(t+ s)

が成り立つ．よって，任意の 0 < v < u に対して，t := v, s := (u − v)/2 とおくと，t + 2s = u, t + s = (u + v)/2

に注意することにより，
1

2

(
φ(u) + φ(v)

)
≤ φ

(u+ v

2

)
,

となることから，φ は 2-凹であることがわかる．さらに，φ は連続より，凹関数であることがわかる．
(ii): A ∈ A+

c とする. f ∈ (B+)b のときは，f · A ∈ A+
c であることに注意する. 実際，At(ω) の加法性と，Stieltjes

積分の定義によって，∫ s+t

0

f(Xu(ω))dAu(ω) =

∫ t

0

f(Xu(ω))dAu(ω) +

∫ s+t

t

f(Xu(ω))dAu(ω)

=

∫ t

0

f(Xu(ω))dAu(ω) +
(∫ s

0

f(Xu)dAu

)
◦ θtω

が成り立ち，定義関数，除外集合は At(ω) のそれがおのおの対応するので，f ·A ∈ A+
c であることがわかる．次に，

φ(t) = Em[(f · A)t] とおく．ある t > 0 で φ(t) < ∞ ならば，(i)により φ は [0,∞) 上で凹で，φ(0) = 0 である．
よって，0 < s < t ならば φ(s) ≥ s

tφ(t) が言えることから単調性 (5.6) が成り立つ. φ(t) = ∞, ∀t > 0 のときは自明
である. 一般の f ∈ (B+)b に対しては, fn(x) = f(x) ∧ n, x ∈ E とおくと, Em[(fn · A)t] ↑ Em[(f · A)t], n→ ∞ よ
り，fn に対する (5.6) から f に対するそれが従う．

定理 5.1 (i) A ∈ A+
c に対して∫

E

f(x)µA(dx) = lim
t↓0

1

t
Em

[∫ t

0

f(Xs)dAs

]
, ∀f ∈ B+ (5.8)

を満たす (E,B) 上の測度 µA が一意に存在する.
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(ii) A, B ∈ A+
c , A ∼ B ならば µA = µB である. A ∈ A+

c に対して µA の半極集合上での値は零であり, また除
外集合上での値も零である.

(iii) A ∈ A+
c , f ∈ (B+)b のとき, f ·A ∈ A+

c に (i) の意味で対応する測度は f · µA である.

(iv) A ∈ A+
c , f ∈ B+ に対して次式が成立する:∫

E

f(x)µA(dx) = lim
α→∞

αEm

[∫ ∞

0

e−αtf(Xt)dAt

]
. (5.9)

Proof: (i): 補題 5.4 より, B ∈ B に対して (5.8) の右辺で f = 1B とおいたものを µA(B) と定義すると, 単調収束極
限の交換を行うことにより µA の完全加法性が得られるから (E,B) 上の測度になることがわかる．更に µA は等式
(5.8) を満たすことも簡単に確かめられる.

(ii), (iii): 補題 5.1, 半極集合の性質 (定理 3.5), 除外集合の定義により (ii)は明らかである. (iii)は (i)から従う.

(iv): f ∈ (B+)b に対して示せばよい．φ(t) = Em[(f ·A)t] とおく．(Stieltjes積分に対する)部分積分を行うと，∫ t

0

e−αsf(Xs)dAs = e−αt

∫ t

0

f(Xs)dAs −
∫ t

0

(∫ s

0

f(Xu)dAu

)
d(e−αs)

= e−αt

∫ t

0

f(Xs)dAs + α

∫ t

0

e−αs
(∫ s

0

f(Xu)dAu

)
ds

より，両辺 Pm に関して平均を取ると，

Em

[∫ t

0

e−αsf(Xs)dAs

]
= e−αtφ(t) + α

∫ t

0

e−αsφ(s)ds

となる．補題 5.4 により，ある t > 0 で φ(t) が有限ならば, 全ての t > 0 でそうであり, φ(t) ≤ φ(1) · t, t ≥ 1 とな
る．従って，このとき

αEm

[∫ ∞

0

e−αsf(Xs)dAs

]
= α2

∫ ∞

0

e−αsφ(s)ds <∞. (5.10)

α → ∞ のとき, この右辺は (5.8) により, 増大して ∫
E
fdµA に収束する．φ(t) = ∞, ∀t > 0 のときは (5.9)は明ら

かである．

(5.8) で定まる測度 µA を A ∈ A+
c の Revuz 測度という．この測度は D. Revuz によって 1970 年に導入された

ものである．以下，この µA が滑らかな測度になること，さらには µA を通じて，A+
c / ∼ と S の間に 1対 1の対応

関係があることを示す．

定理 5.2 (i) 任意の A ∈ A+
c に対して，µA ∈ S である．

(ii) 任意の µ ∈ S に対して，µA = µ を満たす A ∈ A+
c が m-同値性を除いて一意的に存在する.

(iii) A ∈ A+
c と µ ∈ S に対する次の 3 条件は互いに同値である：

(a) µA = µ

(b) 任意の f, h ∈ B+ に対して，

Eh·m

[∫ t

0

f(Xs)dAs

]
=

∫ t

0

(∫
E

psh(x)f(x)µ(dx)
)
ds, ∀t > 0. (5.11)

(c) 任意の f, h ∈ B+ に対して

Eh·m

[∫ ∞

0

e−αsf(Xs)dAs

]
=

∫
E

Rαh(x)f(x)µ(dx), ∀α > 0. (5.12)
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以下，次の記号を用意する：A ∈ A+
c , f ∈ Bb に対して

Uα
Af(x) := Ex

[∫ ∞

0

e−αtf(Xt)dAt

]
, α > 0, x ∈ E \N, (5.13)

RA
αf(x) := Ex

[∫ ∞

0

e−αte−Atf(Xt)dt

]
, α > 0, x ∈ E \N. (5.14)

ただし，N は A の除外集合を表す．

Proof of (定理 5.2) (i): A ∈ A+
c とし，N を A の除外集合とする． 至る所正である f ∈ (B+)b ∩ L2(E; ,m) に対し

て，φ(x) := RA
1 f(x), x ∈ E とおくと，φ(x) > 0, x ∈ E \N である．恒等式 eAt − 1 =

∫ t

0
eAsdAs に注意すると，

Rαf(x)−RA
αf(x) = Ex

[ ∫ ∞

0

e−αt
(
1− e−At

)
f(Xt)dt

]
= Ex

[ ∫ ∞

0

e−αte−At

(∫ t

0

eAsdAs

)
f(Xt)dt

]
= Ex

[ ∫ ∞

0

(∫ ∞

s

e−αte−Atf(Xt)dt
)
eAsdAs

]
= Ex

[ ∫ ∞

0

e−αs
(∫ ∞

0

e−αte−At◦θsf(Xt ◦ θs)dt
)
dAs

]
= Ex

[ ∫ ∞

0

e−αsEXs

[ ∫ ∞

0

e−αte−Atf(Xt)dt
]
dAs

]
= Uα

AR
A
αf(x) (5.15)

だから，
R1f(x)−RA

1 f(x) = U1
Aφ(x)

が成り立つ．また，U1
AR

A
1 f および R1f はともに M|E\N において 1-超過関数であることがわかるから，ともに細

連続である．よって，その差で表されている φ も細連続となるから，補題 3.14により準連続となることがわかる．
従って，適当な単調増大な閉集合列 {Fn} で，Cap(E \ Fn) → 0 (n→ ∞), N ⊂

⋂∞
n=1

(
E \ Fn

) かつ 各 n に対して
φ|Fn

が連続関数となるものが存在する．そこで，

Cn :=
{
x ∈ Fn : φ(x) ≥ 1

n

}
とおくと，{Cn} は単調増大な巣となる． 実際，Bn = {x ∈ E \N : φ(x) ≤ 1/n}, σn := σBn

, σ = lim
n→∞

σn とする
と，φ は E \N において細連続であることから，x ∈ E \N に対して

Ex

[ ∫ ζ

σn

e−tf(Xt)e
−Atdt

]
= Ex

[
e−σne−Aσnφ(Xσn

)
]
≤ 1

n
.

ここで，f が至る所正であることから，n→ ∞とすれば Px(σ < ζ) = 0, x ∈ E\N を得る．一方，E\Cn ⊂ (E\Fn)∪Bn

に注意すると，
Px

(
lim

n→∞
σE\Cn

≥ σ ∧ lim
n→∞

σE\Fn
≥ ζ

)
= 1, x ∈ E \N

が成り立つから，補題 3.13より {Cn} は巣となることがわかる．
定理 5.1(ii)より，µA は除外集合上では零となることから µA は (S.1)を満たす．また，任意の n ∈ N に対して，

An
t (ω) := (1Cn

·A)t(ω) =
∫ t

0

1Cn
(Xs(ω))dAs(ω)

とおくと，An ∈ A+
c であり，1Cn

µA が An に対応する Revuz測度と等しくなるが，

U1
An1(x) = Ex

[ ∫ ∞

0

e−t1Cn
(Xt)dAt

]
= U1

A1Cn(x) ≤ nU1
Aφ(x) = nU1

AR
1
Af(x)

= n
(
R1f(x)−RA

1 f(x)
)
≤ nR1f(x), α > 0, x ∈ E \N
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である．また， (5.15)と同様の計算を行うことで

Uα
Af(x)− Uβ

Af(x) + (α− β)RαU
β
Af(x) = 0, x ∈ E \N, α, β > 0 (5.16)

が成立することがわかるから，

Uβ
Af(x) = U1

Af(x)− βRβU
1
Af(x) +RβU

1
Af(x)

に注意して， βRβ1(x) ≤ 1 及び Rβ の m-対称性により，∫
E

Uβ
A1Cn(x)m(dx) =

∫
E

U1
A1Cn(x)m(dx)−

∫
E

βRβU
1
A1Cn(x)m(dx) +

∫
E

RβU
1
A1Cn(x)m(dx)

=

∫
E

U1
A1Cn

(x)m(dx)−
∫
E

U1
A1Cn

(x)βRβ1(x)m(dx) +

∫
E

RβU
1
A1Cn

(x)m(dx)

≤
∫
E

U1
A1Cn(x)Rβ1(x)m(dx)

が成り立つ． よって，

µA(Cn) = lim
β→∞

β

∫
E

Ex

[ ∫ ∞

0

e−βt1Cn
(Xt)dAt

]
m(dx) = lim

β→∞
β

∫
E

Uβ
A1Cn

(x)m(dx)

≤ lim sup
β→∞

∫
E

U1
A1Cn(x)βRβ1(x)m(dx) ≤ n

∫
E

R1f(x)m(dx) <∞

となることから，(S.2)が示された．ゆえに，µA ∈ S であることがわかった．
次に (ii)を示すことにするが，いくつかの段階に分けて示すことにする．

Step 1. µ ∈ S0 に対して，U1
A1(x) = U1µ(x), m-a.e. を満たす有限な A ∈ A+

c が存在することを示す．但し，U1µ

は µ の 1-potentialである．
まず，U1µ は F に属し, かつ {Tt : t > 0} に関して 1-超過関数であるから，U1µ の準連続修正で非負値で有限
な Borel可測函数 u と適当な適切除外集合 N がとれて，

nRn+1u(x) ↗ u(x), n→ ∞, x ∈ E \N, u(x) = 0, x ∈ N

を満たすようにできる．このとき，各 n に対して，

gn(x) :=

{
n
(
u(x)− nRn+1u(x)

)
, x ∈ E \N,

0, x ∈ N

とおくと，R1gn(x) ↗ u(x), n → ∞, x ∈ E \N 及び E1(R1gn − u,R1gn − u) → 0, n → ∞ が成り立つこと
を確認できる．各 n に対して, 汎関数 Ãn を

Ãn(t, ω) :=

∫ t

0

e−sgn(Xs(ω))ds, t ≥ 0, ω ∈ Ω

によって定義する．任意の ν ∈ S00 に対して，

Eν

[(
Ãn(∞)− Ãℓ(∞)

)2] ≤ 2Mν

√
E1(µ)‖R1gn −R1gℓ‖E1 (5.17)

が成り立つことを示す．ただし，Mν = ‖U2ν‖∞ である．一般性を失わずに ν ∈ S00 は E 上の確率測度として
考えてよい．各 n, ℓ (n > ℓ) に対して gn,ℓ = gn − gℓ とおき, (5.17) の左辺を書き直すと

2Eν

[∫ ∞

0

e−sgn,ℓ(Xs)ds

∫ ∞

s

e−ugn,ℓ(Xu)du

]
= 2Eν

[∫ ∞

0

e−2s(gn,ℓ ·R1gn,ℓ)(Xs)ds

]
= 2〈ν,R2(gn,ℓR1gn,ℓ)〉 = 2〈U2ν, gn,ℓR1gn,ℓ〉 ≤ 2〈U2ν, gnR1gn,ℓ〉

≤ 2Mν(gn, R1gn −R1gℓ) = 2MνE1(R1gn, R1gn −R1gℓ)
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となる．Schwarzの不等式を適用して，

‖R1gn‖2E1
= (gn, R1gn) ≤ (gn, f) = 〈µ,R1gn〉 ≤ 〈µ, f〉 = E1(µ)

に注意すると，(5.17) を得る． 一方，

Eν

[
Ãn(∞)

∣∣Ft

]
= Ãn(t) + e−tEXt [Ãn(∞)] = Ãn(t) + e−tR1gn(Xt)

だから
Mn(t) := Ãn(t) + e−tR1gn(Xt), 0 ≤ t ≤ ∞ (5.18)

は，ν ∈ S00 に対して ({Ft},Pν)-martingaleだから，Doobの不等式により, 任意の ε > 0 に対して

Pν

(
sup

0≤t≤∞
|Mn(t)−Mℓ(t)| > ε

)
≤ 1

ε2
Eν

[
(Ãn(∞)− Ãℓ(∞))2

]
(5.19)

が成り立つ．そこで部分列 {nk} を ‖R1gnk+1
−R1gnk

‖E1
≤ 2−3k を満たすように選び，

Λk =
{

sup
0≤t≤∞

|Mnk
(t)−Mnk+1

(t)| > 2−k
}

とおくと，(5.17) と (5.19) より Pν(Λk) ≤ 2Mν

√
E1(µ)2

−k が成り立つ．よって，Borel-Cantelliの補題により
Pν

(
lim sup
k→∞

Λk

)
= 0, ∀ν ∈ S00 となる．従って，定理 2.12 により Px

(
lim sup
k→∞

Λk

)
= 0 が q.e. x ∈ E につい

て成立することが分かる．
これと表示 (5.18) および補題 5.3 を合わせると，適当な部分列 {nk} と適切除外集合 Ñ ⊃ N が存在して，
Px(Λ) = 1, ∀x ∈ E \ Ñ が成立する．ここに

Λ =
{
ω ∈ Ω̃ : Ãnk

(∞, ω) <∞, t 7→ Ãnk
(t, ω) は [0,∞) の任意のコンパクト集合で一様収束する

}
.

ただし Ω̃ は (3.22) において Ẽ = E \ Ñ とおいて得られる Ω の部分集合である．
ここで，ω ∈ Λ のとき Ã(t, ω) := lim

k→∞
Ãnk

(t, ω), ω /∈ Λ のとき Ã(t, ω) := 0 とおく．さらに A(t, ω) =∫ t

0
esdÃ(s, ω), t ∈ [0,∞] とおくと，At(ω) は Λ を定義集合，Ñ を除外集合とする M の正値連続加法汎関数と

なる.

次に，任意の ν ∈ S00 及び h ∈ (B+)b に対して，∫
E

U1
A1(x)h(x)ν(dx) =

∫
E

Ex

[ ∫ ∞

0

e−tdAt

]
h(x)ν(dx) =

∫
E

Ex

[
Ã(∞)

]
h(x)ν(dx)

= lim
nk→∞

∫
E

Ex

[ ∫ ∞

0

e−sgnk
(Xs)ds

]
h(x)ν(dx) = lim

nk→∞

∫
E

R1gnk
(x)h(x)ν(dx)

=

∫
E

u(x)h(x)ν(dx) =

∫
E

U1µ(x)h(x)ν(dx)

が成り立つことから，定理 2.12より U1
A1 = U1µ q.e. となる．したがって，U1

A1 = U1µ m-a.e. が成り立つこ
ともわかる．

Step 2. µ ∈ S0 に対して，Step 1. において構成した A ∈ A+
c に対応する Revuz測度は µ と一致する： µA = µ.

まず，Step 1. で示した U1
A1 = U1µ m-a.e. が，任意の α > 0 に対して Uα

A1 = Uαµ m-a.e. が成り立つこと
を示そう．µ ∈ S0 であるから，任意の α, β > 0 に対して，∫

E

ṽ(x)µ(dx) = Eβ(Uβµ, v) = Eα(Uαµ, v), v ∈ F

が成り立つことから，
Uαµ− Uβµ+ (α− β)GαUβµ = 0
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が成り立つことが分かる．よって，この式と (5.16)において β = 1 とおいて U1
A1 = U1µ m-a.e. を用いると，

Uα
A1 = Uαµ m-a.e. が成り立つ．
次に，任意の f ∈ (B+)b に対して，Uα

Af = Uα(f · µ) m-a.e. を示す．
そのためは，µ(∂G) = 0 を満たす G ∈ B に対して，f = 1G のときを示せば十分です．(i)における証明と同
様に φ(x) = Ex

[ ∫∞
0
e−αt1G(Xt)dAt

]
, ψ(x) = Ex

[ ∫∞
0
e−αt1E\G(Xt)dAt

]
とおくと，いずれも 1-超過関数で

あり，φ + ψ = Uα
A1 = Uαµ を満たす．従って，定理 2.10, 補題 2.19により，φ, ψ は，それぞれ適当な測度

λ, ν ∈ S0 の α-potentialの準連続修正となることがわかる．一方，強Markov性を用いることにより

φ(x) = Ex

[ ∫ ∞

σG

e−αt1G(Xt)dAt

]
= Ex

[
e−ασGφ(XσG

)
]
= Hα

Gφ(x),

ψ(x) = Ex

[ ∫ ∞

σE\G

e−αt1E\G(Xt)dAt

]
= Ex

[
e−ασE\Gφ(XσE\G)

]
= Hα

E\Gψ(x)

となることから supp[λ] ⊂ G, supp[ν] ⊂ E \G である．また，λ+ ν = µ より， λ = 1G · µ であることが分か
る．ゆえに，定理 5.1(ii)より，Ãt := (1G ·A)t =

∫ t

0
1G(Xs)dAs に対して Uα

Ã
1 = Uα(1G · µ) が成り立つが，

Uα(1G · µ)(x)
(
= Uα(λ)(x)

)
= Uα

Ã
1(x) = Ex

[ ∫ ∞

0

e−αtdÃt

]
= Ex

[ ∫ ∞

0

e−αt1G(Xt)dAt

]
= Uα

A1G(x)

である．故に，任意の f ∈ (B+)b に対して，Uα
Af = Uα(f ·µ), m-a.e. が成立する．よって，任意の α > 0, v ∈

(B+)b ∩ L2(E;m) 及び f ∈ (B+)b に対して，∫
E

Rαv(x)f(x)µ(dx) = E(Uα(f · µ), Gαv) =

∫
E

Uα(f · µ)(x)v(x)m(dx) =

∫
E

Uα
Af(x)v(x)m(dx) (5.20)

が成り立つ．ここで，コンパクト集合の増加列 {Fn} で正則巣となるものをとり，vn = 1Fn
, f ∈ C0(E), f ≥ 0

とおくと

α

∫
E

Rα1Fn(x)f(x)µ(dx) = α

∫
Fn

Uα
Af(x)m(dx) = αE1Fn ·m

[ ∫ ∞

0

e−αtf(Xt)dAt

]
, n ∈ N.

よって，n→ ∞ とするとき vn ↗ 1E q.e. となること，さらには α→ ∞ のとき αRα1E(x) → 1 となることに
注意すると，上の式ではじめに n→ ∞, その後 α→ ∞ とすることにより∫

E

f(x)µ(dx) =

∫
E

f(x)µA(dx)

が成り立つことが分かり，f の任意性から µ = µA が成立する．

Step 3. µ ∈ S に対して µA = µ を満たす A ∈ A+
c が存在して，更に m-同値性を除いて一意であることを示す．

まず，µ ∈ S00 の場合について，µA = µ を満たす A ∈ A+
c の存在は Step 1で示しているので，A の一意性が

成り立つことを示そう．そこで，A,B ∈ A+
c で，µA = µB = µ を満たすものを取る．U1µ の Borel可測な準連

続修正を f とする．Step 2.により，U1
A1 = U1

B1 = U1µ = f, q.e. が成り立つ．次に， Ãt =
∫ t

0
e−sdAs, B̃t =∫ t

0
e−sdBs, t ∈ [0,∞] と定める．

gA(x) = Ex

[
(Ã∞)2

]
, gB(x) = Ex

[
(B̃∞)2

]
, gAB(x) = Ex

[
Ã∞ · B̃∞

]
とおくと

gA(x) = 2U2
Af, gB(x) = 2U2

Bf, gAB(x) = U2
Af + U2

Bf, q.e.

が成り立つ．例えば，

gAB(x) = Ex

[( ∫ ∞

0

e−tdAt

)(∫ ∞

0

e−tdBt

)]
= Ex

[ ∫ ∞

0

(∫ ∞

0

e−(t+s)dAt

)
dBt

]
= Ex

[ ∫ ∞

0

(∫ s

0

e−(s+t)dAt +

∫ ∞

s

e−(s+t)dAt

)
dBs

]
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= Ex

[ ∫ ∞

0

∫ s

0

e−(s+t)dAtdBs

]
+ Ex

[ ∫ ∞

0

∫ ∞

s

e−(s+t)dAtdBs

]
= Ex

[ ∫ ∞

0

∫ ∞

t

e−(s+t)dBsdAt

]
+ Ex

[ ∫ ∞

0

∫ ∞

s

e−(s+t)dAtdBs

]
= Ex

[ ∫ ∞

0

e−2tEXt

[ ∫ ∞

0

e−sdBs

]
dAt

]
+ Ex

[ ∫ ∞

0

e−2sEXs

[ ∫ ∞

0

e−tdAt

]
dBs

]
= Ex

[ ∫ ∞

0

e−2tU1
B1(Xt)dAt

]
+ Ex

[ ∫ ∞

0

e−2tU1
A1(Xs)dBs

]
= Ex

[ ∫ ∞

0

e−2tf(Xt)dAt

]
+ Ex

[ ∫ ∞

0

e−2tf(Xs)dBs

]
= U2

Af(x) + U2
Bf(x), q.e.

である．ほかの等式も同様に導出できる．次に h ∈ (B+)b を至る所正である m-可積分な関数とすると，(5.20)

により， ∫
E

gAB(x)h(x)m(dx) =

∫
E

U2
Af(x)h(x)m(dx) +

∫
E

U2
Bf(x)h(x)m(dx)

= 2

∫
E

R2h(x)f(x)µ(dx) ≤ ‖h‖∞‖f‖∞µ(E) <∞.

同様に ∫
E

gA(x)h(x)m(dx) = 2

∫
E

R2h(x)f(x)m(dx) ≤ ‖h‖∞‖f‖∞µ(E) <∞,∫
E

gB(x)h(x)m(dx) = 2

∫
E

R2h(x)f(x)m(dx) ≤ ‖h‖∞‖f‖∞µ(E) <∞

が成立する．従って，

Eh·m

[(
Ã(∞)− B̃(∞)

)2]
=

∫
E

(
gA(x)− 2gAB(x) + gB(x)

)
h(x)m(dx) = 0

となることから，Ph·m
(
Ã(∞) 6= B̃(∞)

)
= 0 が成り立つ．一方，任意の t ≥ 0 に対して，Ã(∞) = Ã(t) +

e−tÃ(∞) ◦ θt であること，さらには ‖f‖∞ < ∞ に注意すると Ph·m
(
Ã(t) 6= B̃(t)

)
= 0 となり，これにより

Gronwallの補題を用いることにより A,B の m-同値性を導出することが出来る．
次に，µ ∈ S について存在を示そう．定理 2.13により，適当なコンパクト巣 {Fn} が存在して，各 n について
µn := 1Fn

·µ ∈ S00 となる．ところで，各 n に対して，µn = µAn を満たす An ∈ A+
c が存在する．定理 5.1(iii)

により，1Fn ·An+1 に対応する Revuz測度は 1Fn · µn+1 = µn に等しいから，上で示したことにより，各 n に
ついて，1Fn

·An+1 と An は m-同値である．そこで，各 n に対して An の定義集合 Λn, 適切除外集合 Nn に
対して，Λ =

⋂∞
n=1 Λn, N =

⋃∞
n=1Nn とおくと， それぞれ An に共通の定義集合，適切除外集合となる：(

1Fn
·An+1

)
(t, ω) = An(t, ω), t ≥ 0, ω ∈ Λ, n ≥ 1.

一方，{Fn} は (コンパクト)巣であるから，定理 3.10によって，必要なら Λ, N を取り直して，

σ(ω) = lim
n→∞

σE\Fn
≥ ζ(ω), ∀ω ∈ Λ

が成り立つとしてよい．そこで，F0 = ∅ として

At(ω) =

{
A

(k)
t (ω), σE\Fk−1

≤ t < σE\Fk
, k = 1, 2, · · ·

Aσ(ω)−(ω), t ≥ σ(ω)

とおくと, Aは Λ, N を定義集合,除外集合とするMの正値連続加法汎関数である．k < ℓのとき A(k) = 1Fk
·A(ℓ)

だから ℓ→ ∞ として A(k) = 1Fk
·A が得られ，1Fk

· µA = 1Fk
· µ, ∀k ≥ 1. 従って µA = µ である．

最後に µ ∈ S に対して A, B ∈ A+
c が µA = µB = µ を満たすとする．上のように µ(k) = 1Fk

· µ ∈ S00 を満た
す巣 {Fk} を取ると，µ1Fk

·A = µ1Fk
·B = µ(k) だから, Step 2の結果より，1Fk

·A と 1Fk
·B は m-同値となる．

k は任意だから A, B は m-同値である．
(iii)の証明は省略する．[詳しくは，マルコフ過程 (福島正俊・竹田雅好著)の §5.4を参照のこと]
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5.2 Martingale AFとエネルギー零のAF

(E, ρ) は前節と同じ，局所コンパクトな可分距離空間， m を (E,B) 上の至る所正となる Radon測度とする．M =

(Ω,Ft, Xt,Px) を (E,B) を状態空間とする m-対称な Hunt 過程とし，対応する Dirichlet形式 (E,F) は正則である
と仮定する．

Mの加法汎関数 At(ω) に対して, そのエネルギー e(A) を

e(A) = lim
t→0

1

2t
Em[A2

t ] (5.21)

で定義する. また, 加法汎関数 At(ω), Bt(ω) に対して，その相互エネルギー e(A,B) を

e(A,B) = lim
t→0

1

2t
Em[AtBt] (5.22)

で定義する．どちらの場合も, 一般には右辺の極限が存在するとは限らないが存在するときにのみ考える．
この節では，いくつかの種類の加法汎関数を考える．

5.2.1 Dirichlet関数から生成される AF

各 u ∈ F に対して,

A
[u]
t = ũ(Xt)− ũ(X0) (5.23)

とおくと，準連続修正 ũ は q.e.の意味で一意的に決まることから，A[u] は m-同値の意味で一意的に決まる．
このとき，A[u] のエネルギーを求める．まず,

0 ≤ lim inf
t→0

1

2t
Em[(ũ(Xt)− ũ(X0))

2]

= lim inf
t→0

{
1

t
(u− ptu, u)−

1

2t
(1− pt1, u

2)

}
(5.24)

となるから,

lim sup
t→0

1

2t
(1− pt1, u

2) ≤ lim
t→0

1

t
(u− ptu, u) = E(u, u) (5.25)

が成り立つ. このことより, 任意のコンパクト集合 K ⊂ E に対して,

sup
0<t<∞

1

t

∫
K

(1− pt1)(x)dm(x) <∞

が分かる．すなわち，測度の族 {
(1/t)(1 − pt1) · m

}
t>0
は K の上で一様に有界である．従って，部分列 tn ↓ 0

が存在して, 測度列 (1/tn)(1 − ptn1) · m は，ある正の Radon測度 k に漠収束することが，Riesz-Markovの定理と
Banach-Alaogluの定理を組み合わせることで示すことができる．すなわち測度 k は, 任意の v ∈ F∩C0(X)に対して∫

E

v2dk = lim
n→∞

1

tn
(1− ptn1, v

2) ≤ 2E(v, v) (5.26)

を満たす. 特に, 各コンパクト集合 K に対して,∫
E

|v|1Kdk ≤ k(K)1/2
(∫

E

v2dk

)1/2

≤ (2k(K))1/2E(v, v)1/2.

よって, 1K · k ∈ S0 であり, k は滑らかな測度 (k ∈ S) となる. さらに Fatouの補題より, 準連続関数 ṽ ∈ F に対して
も (5.26)は成り立つ.

任意の準連続修正 ũ ∈ F に対して, E1 の位相で，かつ q.e. に各点収束する列 vl ∈ F∩C0(X) をとる．(5.25) より∣∣∣∣∣
(∫

ũ2dk

)1/2

−
(

1

tn
(1− ptn1, u

2)

)1/2
∣∣∣∣∣
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≤ 2E(u− vl, u− vl)
1/2 +

∣∣∣∣∣
(∫

E

v2l dk

)1/2

−
(

1

tn
(1− ptn1, v

2
l )

)1/2
∣∣∣∣∣

となるが，(5.26)から右辺は任意に小さくできる．よって∫
E

ũ2dk = lim
n→∞

1

tn
(1− ptn1, u

2), ∀u ∈ F (5.27)

が示された． 従って，
e(A[u]) = E(u, u)− 1

2

∫
E

ũ2dk

が得られる．すなわち， A[u] のエネルギーは有限に定まる．

5.2.2 Martingale AF

Hunt過程Mの加法汎関数 Mt(ω) がMartingale Additive Functional (MAF)であるとは, 各 t > 0 に対して

Ex[M
2
t ] <∞, Ex[Mt] = 0, q.e. x ∈ E (5.28)

が満たされることである. このとき加法性とMarkov性から，等式

Ex

[
Mt+s|Fs

]
= Ex

[
Ms +Mt ◦ θs|Fs

]
=Ms + EXs

[Mt] =Ms, Px-a.s.

が成り立つことから，Mt は q.e. x に対して，Px-martingaleとなる．MのMAFの全体を M で表す. M の元 Mt(ω)

は，写像 t 7→ Em[M2
t ] が劣加法性 (Em[M2

t+s] ≤ Em[M2
t ] + Em[M2

s ], t, s ≥ 0) 満たすことがわかるから，

e(M) = sup
t>0

1

2t
Em[M2

t ] (≤ ∞) (5.29)

は (+∞ も込めて)定まる．そこで，
◦

M :=
{
M ∈ M : e(M) <∞

}
とおく．

◦

Mの元は，エネルギー有限でかつ 2乗可積分なmartingale AFとなっている．ここで，一般論により，M ∈
◦

M

に対して，
Ex

[
〈M〉t

]
= Ex

[
M2

t

]
, q.e. x ∈ E, t > 0 (5.30)

を満たす 〈M〉 ∈ A+
c が m-同値性を除いて一意に定まることが知られている．〈M〉のことをM の 2次変分 (quadratic

variation)または sharp bracketという．
〈M〉 ∈ A+

c であるから，〈M〉 に対応する Revuz測度を µ⟨M⟩ で表す． Revuz測度の定義 (5.8)，2次変分の特徴
づけ (5.30)，及びエネルギーの定義 (5.29)より，

e(M) =
1

2
µ⟨M⟩(E), M ∈ M (5.31)

が成り立つ．
M,L ∈ M に対して，所謂，極化恒等式にならって

〈M,L〉t(ω) :=
1

2

{
〈M + L〉t(ω)− 〈M〉t(ω)− 〈L〉t(ω)

}
と定義すると，〈M,L〉t(ω) は連続な AFであり，t に関して局所的に有界変動であり，また次を満たすことがわかる：

Ex[MtLt] = Ex

[
〈M,L〉t

]
, t > 0, q.e. x ∈ E. (5.32)

さらに，
µ⟨M,L⟩(A) :=

1

2

{
µ⟨M+L⟩(A)− µ⟨M⟩(A)− µ⟨L⟩(A)

}
, A ∈ B

で定義される符号付き測度 µ⟨M,L⟩ は，連続加法汎関数 〈M,L〉t(ω) と次の意味で関係している:

lim
t↓0

1

t
Eh·m

[
(f · 〈M,L〉)t

]
=

∫
E

f(x)h(x)µ⟨M,L⟩(dx).

但し， f は任意の非負値の Borel可測函数，h は γ-超過関数 (γ ≥ 0)である．
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定理 5.3
{
M (n)

}
⊂

◦

M を e に関して Cauchyとすると，一意的に M ∈
◦

M が存在して lim
n→∞

e(M (n) −M) = 0 とな
る．また, 適当な部分列 {nk} が存在して lim

k→∞
M

(nk)
t =Mt が q.e. の x に対して Px-a.s. に， t に関して局所一様

に収束する.

Proof: (5.31)より 〈M〉 ∈ A+
c の Revuz測度の全測度 µ⟨M⟩(E) は 2e(M) に等しい．また，martingale不等式から，

任意の ν ∈ S00 に対して，不等式

Pν

(
sup

0≤s≤T
|Ms| > λ

)
≤ 1

λ2
Eν [M

2
T ] ≤

2

λ2
(1 + T )‖U1ν‖∞e(M) (5.33)

が成り立つことが分かる．実際，一つ目の不等式はmartingale不等式により分かる．後半の不等式について，まず，各
t > 0及び非負値概Borel可測函数 f に対して ct(x) = Ex[At], x ∈ E とおくと，Ef ·m[At] :=

∫ t

0

∫
E
psf(x)µ(dx)ds, t ≥

0 であるから，s < t に対して
1

s

(
ct − psct, ct

)
=

1

s

∫
E

(∫ t

0

(
puct(x)− ps+uct(x)

)
du

)
µ(dx)

=
1

s

∫
E

(∫ s

0

puct(x)du
)
µ(dx)− 1

s

∫
E

(∫ s+t

t

puct(x)du
)
µ(dx)

が成り立つことから， s ↓ 0 とすると，右辺は ∫
E

(
ct(x)− ptct(x)

)
µ(dx) に収束する．よって，ct ∈ F が分かり，

E(ct, u) =

∫
E

ũ(x)µ(dx)−
∫
E

ptu(x)µ(dx), u ∈ F

を得る．よって，ν ∈ S00 に対して，

Eν [At] =

∫
E

ct(x)ν(dx) = E1(ct, U1ν) =

∫
E

(
U1ν(x)− ptU1ν(x)

)
µ(dx) + (ct, U1ν)

≤ ‖U1‖∞
(
µ(E) +

∫
E

ct(x)m(dx)
)

より，∫
E
ct(x)m(dx) ≤ tµ(E) に注意すると (5.33)の二つ目の不等式を得る．

次に，部分列 {nk} を e(M (nk+1) −M (nk)) < 2−3k を満たすようにとり, λ = 2−k, Mt = M
(nk+1)
t −M

(nk)
t とし

て (5.33)を用いると
Pν

(
sup

0≤s≤T
|M (nk+1)

s −M (nk)
s | > 2−k

)
≤ 2(1 + T )‖U1ν‖∞2−k

となる． よって，Borel-Cantelliの補題より

Λ = lim sup
k→∞

Λk, Λk = { sup
0≤s≤T

|M (nk+1)
s −M (nk)

s | > 2−k}

とおくとき, Pν(Λ) = 0 が成り立つ．ν ∈ S00 は任意であるから，定理 2.12 より Px(Λ) = 0, q.e. x であり，ω /∈ Λ

に対して， lim
k→∞

M (nk)
s (ω) = Ms(ω) が [0, T ] 上の一様収束極限として存在する．また 不等式 (5.33) より, この収束

は L2(Pν) の意味でも成り立つので, Eν(M
2
t ) < ∞ かつ Eν [Mt] = 0. よって Ex(M

2
t ) < ∞, Ex[Mt] = 0 q.e. x が成

り立つ. 従って, M ∈
◦

M. さらに Fatouの補題より
1

2t
Em

[
(M

(n)
t −Mt)

2
]
≤ lim inf

k→∞

1

2t
Em

[
(M

(n)
t −M

(nk)
t )2

]
≤ lim inf

k→∞
e(M (n) −M (nk))

が成り立つ. 従って, e(M (n) −M) ≤ lim inf
k→∞

e(M (n) −M (nk)) であり, {M (n)
t } が e-Cauchy列であることから右辺は

n→ ∞ のとき 0 に収束する．
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5.2.3 エネルギー零の CAF

連続加法汎関数 Nt(ω) が

任意の t > 0 に対して Ex

[
|Nt|

]
<∞, q.e. x, e(N) = 0 (5.34)

を満たすとき, エネルギー零の連続加法汎関数 (Continuous AF of zero energy)と呼び，その全体を Nc で表す.

Nc の元 Nt(ω) は，次の意味で 2次変分が退化することがわかる：

lim
n→∞

[nT ]∑
k=1

Em

[(
N(k+1)/n −Nk/n

)2]
= 0.

実際，Markov性，推移関数のm-対称性を使い，さらには N のエネルギーは零になることから，
[nT ]∑
k=1

Em

[(
N(k+1)/n −Nk/n

)2]
=

[nT ]∑
k=1

Em

[
EXk/n

[
N2

1/n

]]
≤ nT Em[N2

1/n] → 0 (n→ ∞)

なるからである．

例題 5.1 L2(E;m) に属する概 Borel可測函数 f に対して，

Nt(ω) :=

∫ t

0

f(Xs(ω))ds, ω ∈ Ω, t > 0

と定義すると，N ∈ Nc である．

Proof: 実際，各 t > 0 に対して

Ex

[ ∫ t

0

|f(Xs)|ds
]
≤ etR1|f |(x) <∞, q.e.

が成り立つことから，N は CAFであることがわかる． さらに，Fubiniの定理及びMarkov性を使うと，

Em[N2
t ] = 2Em

[ ∫ t

0

f(Xs)

∫ t

s

f(Xu)duds
]

= 2Em

[ ∫ t

0

∫ t−s

0

f(Xs)puf(Xs)duds
]

= 2

∫ t

0

∫ t−s

0

∫
E

ps(f · puf)(x)m(dx) = 2

∫ t

0

∫ t−s

0

(∫
E

ps1(x)f(x)puf(x)m(dx)
)
duds

が成り立つ．よって，
1

2t
Em[N2

t ] =
1

t

∫ t

0

∫ t−s

0

∫
E

ps1(x)f(x)puf(x)m(dx)duds

≤ 1

t

∫ t

0

∫ t−s

0

∫
E

|ps1(x)| · |f(x)puf(x)|m(dx)duds

≤ 1

t

∫ t

0

∫ t−s

0

(|f |, |puf |)mduds ≤
1

t

∫ t

0

∫ t−s

0

‖f‖L2‖puf‖L2duds ≤ t

2
‖f‖L2

となるから，N はエネルギー零であることが分かった．

5.3 福島分解と Lyons-Zheng分解
まず，福島分解公式を述べるために補題を一つ用意する．

補題 5.5 A :=
◦

M+ Nc とおくと，A はエネルギー有限な AFの作る線形空間であり，また，
◦

M ∩ Nc = {0} が成立
することから，

At =Mt +Nt, M ∈
◦

M, N ∈ Nc (5.35)

の表現は一意的である． ここで 0 は恒等的に 0 となる AFを表す．
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Proof: 線形性は明らかである．
◦

M ∩Nc = {0} を確認する．これにより表現の一意性は従う．そこで，M ∈
◦

M をエ
ネルギー零の CAFとする．すると，M の Revuz測度は退化する：

e(M) =
1

2
µ⟨M⟩(E) = 0

よって，M = 0 である．

A,B ∈ A に対して，相互エネルギー e(A,B) を

e(A,B) = lim
t↓0

1

2t
Em[AtBt] (5.36)

によって定義する．このとき，e(A,B) = 0 ならば，A または B が Nc の元になることが Schwarzの不等式によって
わかる．したがって，

e(A) = e(M), for A =M +N, M ∈
◦

M, N ∈ Nc

が成立する．

定理 5.4 (Fukushima decomposition) 任意の u ∈ F に対して, 一意的に M [u] ∈
◦

M とN [u] ∈ Nc が存在して

A
[u]
t = ũ(Xt)− ũ(X0) =M

[u]
t +N

[u]
t , Px-a.s., q.e. x ∈ E (5.37)

が成り立つ.

Proof: 一意性は先の補題より明らか．以下，分解の存在性を示す．まず，f を L2(E;m) の元であって概 Borel可測
関数とする．u = R1f ∈ F とおくと，N [u]

t を

N
[u]
t :=

∫ t

0

(u(Xs)− f(Xs))ds

で定義して，M [u]
t = A

[u]
t −N [u]

t とおくと，例題 5.1よりN [u] ∈ Nc であり，M [u] ∈ Mも簡単に分かるが，e(A[u]) <∞
だから，M [u] ∈

◦

M である．
一般の u ∈ Fに対しては,関数列 un = R1fn でE1(un−u, un−u) → 0を満たすものをとる．A[un] =M [un]+N [un]

を上で与えられた分解とすると，補題 5.3より部分列 {nk} を適当に取れば，q.e. x ∈ E に対して，Px-a.s. に A
[unk

]
t

は A
[u]
t に局所一様に収束する．さらに，

e(M [um] −M [un]) = e(A[um] −A[un]) ≤ E(um − un, um − un)

であるので，定理 5.3 により，適当な部分列 M [unk
] はある M [u] ∈

◦

M に，e-収束かつ局所一様に収束する．

福島分解に現れるエネルギー零の連続加法汎関数 N [u] は，一般には有界変動な確率過程とはならず解析は難し
い．そこで Hunt過程の対称性に着目して N [u] を消し去ることを考える．それが，今から述べる Lyons-Zheng 分解
と呼ばれるものである．
以下，議論を簡単にするために，Dirichlet形式 (E,F) が局所性を持つと仮定する. 言い換えると Mの標本路が連

続であるという拡散過程が対応するものを考える．
T > 0 を任意にとり固定する．このとき，時間反転作用素 rT を

Xt(rTω) = XT−t(ω), 0 ≤ t ≤ T < ζ(ω) (5.38)

で定義する.

補題 5.6 任意の FT -可測集合 Λ に対して

Pm

(
rTω ∈ Λ : T < ζ

)
= Pm(Λ : T < ζ). (5.39)

が成り立つ．
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Proof: 任意の 0 ≤ s1 < s2 < · · · < sn−1 ≤ T, f1, f2, · · · , fn−1 ∈ Bb に対して，Markov性と補題 3.7により

Em

[
f1(Xs1)f2(Xs2) · · · fn−1(Xsn−1)1E(XT )

]
=

∫
E

ps1
(
f1ps2−s1(f2 · · · psn−1−sn−2

(fn−1pT−sn−1
1E))

)
dm

=

∫
E

pT−sn−1(fn−1psn−1−sn−2(fn−2 · · · ps2−s1(f1ps11E)))dm

= Em

[
fn−1(XT−sn−1

)fn−2(XT−sn−2
) · · · f1(XT−s1)1E(XT )

]
.

ここで，
H =

{
F ∈ (F 0

T )b : Em[F ◦ rT ; T < ζ] = Em[F ; T < ζ]
}

とおくと，H は上の型の関数を含む線形空間で，一様有界な単調増加極限を取る操作に関して閉じていることが分か
る，よって，単調族定理により，任意の Λ ∈ F 0

T に対して (5.39) が成立する．Λ ∈ FT に対しても成立することは
明らかである．

定理 5.5 (Lyons-Zheng decomposition (I))

u ∈ F に対して

A
[u]
t =

1

2
M

[u]
t +

1

2
(M

[u]
T−t(rT )−M

[u]
T (rT )), 0 ≤ t ≤ T < ζ, Pm−a.s. (5.40)

Proof: Fukushima decomposition: u(Xt)− u(X0) =M
[u]
t +N

[u]
t に, 時間反転作用素 rT を作用させることにより

u(XT−t)− u(XT ) =M
[u]
t (rT ) +N

[u]
t (rT ), Pm-a.s. (5.41)

を得る. u = R1f の場合であれば, N
[u]
t =

∫ t

0
(u− f)(Xs)ds であるから,

N
[u]
t (rT ) =

∫ t

0

(u− f)(Xs ◦ rT )ds =
∫ T

T−t

(u− f)(Xs)ds = N
[u]
T −N

[u]
T−t (5.42)

となり，M [u]
t (rT ) = u(XT−t)− u(XT )−N

[u]
T +N

[u]
T−t が成立する．従って，

M
[u]
T−t(rT )−M

[u]
T (rT ) =

(
u(Xt)− u(XT )−N

[u]
T +N

[u]
t

)
−

(
u(X0)− u(XT )−N

[u]
T

)
= u(Xt)− u(X0) +N

[u]
t = 2u(Xt)− 2u(X0)−M

[u]
t

となり，定理 5.5 が導かれる．一般の u ∈ F については，E1(u − R1fn, u − R1fn) → 0 (n → ∞) となる {fn} ⊂
L2(E;m) ∩ Bb を取り，補題 5.3及び定理 5.3が成立するような部分列 {nk} が存在することを用いて示すことがで
きる．

式 (5.41) において, t に T − t を代入すると

u(Xt) = u(XT ) +M
[u]
T−t(rT ) +N

[u]
T−t(rT ) (5.43)

が成立する．従って．上の式と (5.37) の和を考えると

u(Xt) =
1

2
(u(X0) + u(XT )) +

1

2
(M

[u]
t +M

[u]
T−t(rT )) +

1

2
(N

[u]
t +N

[u]
T−t(rT ))

となることがわかる．一方，式 (5.42))よりN
[u]
T = N

[u]
t +N

[u]
T−t(rT ) であるから，次の等式を得る．

定理 5.6 (Lyons-Zheng decomposition (II))

u ∈ F に対して，

u(Xt) =
1

2

(
u(X0) + u(XT )

)
+

1

2

(
M

[u]
t +M

[u]
T−t(rT )

)
+

1

2
N

[u]
T , 0 ≤ t ≤ T < ζ, Pm-a.s. (5.44)

81



ここで，後の応用のために，2乗可積分martingaleの Brown運動による表現定理について簡単に述べておく． そ
のために，言葉を用意しておく．

定義 5.1 (Ω,M,P) を完備な確率空間とし，{Mt} を M のフィルトレーションとする．各 Mt は M の P-零集合す
べてを含むものとし，さらには右連続性を仮定する: Mt = Mt+

(
:=

⋂
s>t Ms

)
.

このとき，確率過程 {Yt} が (Ω,M, {Mt},P) 上の局所 2乗可積分 martingaleであるとは，適当な {Mt}-停止時
間の増大列 {σn} が存在して，P(σn < ∞, σn ↗ ∞) = 1 かつ，各 n について Y n = (Yt∧σn

)t≥0 が 2乗可積分な
{Mt}-martingaleとなることをいう．ここで，Y n はmartingaleなので，右連続修正が存在することから，初めから右
連続ものを考える（フィルトレーション {Mt} は M に関して完備化されていることに注意する）．

定理 5.7 (Ω,M, {Mt},P) 上の連続な局所 2乗可積分 martingales M i = (M i
t )t≥0, i = 1, 2, . . . , d が，

〈M i,M j〉t = δijt, i, j = 1, 2, . . . , d

を満たすとし，B(0) を M0-可測な d 次元確率変数とする．このとき，B(t) = B(0)+M(t) とおくと，B = B(t) は，
{Mt} に適合した Brown運動である．

Proof: ξ ∈ Rd を固定して，関数 F (x) = eiξ·x, x ∈ Rd を考えると，F ∈ C2
b (Rd) より Itôの公式から，

F (Bt)−B(B0) =

d∑
j=1

∫ t

0

Fxj (Bs)dM
j
s +

1

2

d∑
j,k=1

∫ t

0

Fxjxk
(Bs)d〈M j ,Mk〉s

=

d∑
j=1

∫ t

0

Fxj
(Bs)dM

j
s +

1

2

d∑
j=1

∫ t

0

Fxjxj
(Bs)ds

=

d∑
j=1

ξj

∫ t

0

eiξ·BsdM j
s − 1

2

d∑
j=1

ξ2j

∫ t

0

eiξ·Bsds

となる．右辺の第一項は {Mt} に関する martingaleであることに注意すると，t > s ≥ 0, A ∈ Ms に対して，

E
[
eiξ·Bt ;A

]
− E

[
eiξ·Bs ;A

]
= −1

2
|ξ|2E

[ ∫ t

s

eiξ·Bu du;A
]
,

すなわち，
E
[
eiξ·(Bt−Bs);A

]
− P(A) = −1

2
|ξ|2E

[ ∫ t

s

eiξ·(Bu−Bs)du;A
]

が成り立つことがわかる．よって，
E
[
eiξ·(Bt−Bs);A

]
= P(A)e−

1
2 |ξ|

2(t−s)

を得る．また，これがすべての A ∈ Ms に対して成立することから，

E
[
eiξ·(Bt−Bs)

∣∣Ms

]
= e−

1
2 |ξ|

2(t−s).

ゆえに，これは {Bt} が d-次元 {Mt}-Brown運動であること示している．

定理 5.8 (連続 martingaleの表現定理)

M = (Mt)t≥0 を (Ω,M, {Mt},P) 上の連続な局所 2乗可積分 martingale とする．さらに，M の 2 次変分過程
〈M〉 = (〈M〉t)t≥0 が

lim
t→∞

〈M〉t = ∞, P-a.s.

を満たすとする．このとき，τt = inf{u ≥ 0 : 〈M〉u > t} とおくと，Yt := Mτt は 1 次元 {Mτt}-Brown運動となる．
したがって，特に Mt =M(t) は 1 次元 Brown運動 Bt = B(t) によってMt = B(〈M〉t) と表現される．

定理を証明するために補題を一つ用意する．
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補題 5.7 A = A(t) を，連続で単調増加過程で A(0) = 0 を満たすものとし，

lim
t→∞

A(t) = ∞, P-a.s.

を満たすとする．各 t ≥ 0 に対して，
τt := inf{u ≥ 0 : A(u) > t}

と定義する．このとき，以下のことが成り立つ：

(i) {τt} は右連続で単調増加過程であり，lim
t↑∞

τt = ∞, P-a.s. をみたす．

(ii) A(τt) = t, 0 ≤ t <∞.

(iii) τA(t) = sup
{
u ≥ t : A(u) = A(t)

}
, 0 ≤ t <∞.

(iv) 0 ≤ s, t < ∞ に対して，A(t) > s であることと τs < t であることとは同値であり，さらに τs ≤ t であるなら
ば s ≤ A(t) が成り立つ．

Proof: (i): 写像 t 7→ τt の単調増加性及び極限 lim
t↑∞

τt = ∞, P-a.s.が成り立つことは明らかである．よって，右連続
性だけを示す．これは lim

θ↓t
τθ ≤ τt を示せば十分である．そこで，u = τt とおく．このとき，任意の ε > 0 に対して

A(u+ ε) > t が成立する．また，t < θ < A(u+ ε) ならば τθ ≤ u+ ε である．ゆえに lim
θ↓t

τθ ≤ τt を得る．
(ii): 任意の t ∈ [0,∞) に対して u = τt とおくと，

A(u+ ε) > t, ∀ε > 0

であるから，ε ↓ 0 とすると t 7→ A(t) の連続性により，A(τt) = A(u) ≥ t となる．次に，A(0) = 0 より u = τt = 0

ならば，A(τ0) = A(0) = 0. そこで，u = τt > 0 とする．0 < ε < u を満たす任意の ε に対して，A(u− ε) ≤ t であ
る．よって，ε ↓ 0 とすれば A(τt) = A(u) ≤ t となる．

(iii): τt の定義により明らかである．実際，t ≥ 0 に対して u = A(t) とおき，α := sup{s ≥ t : A(s) = A(t)} とす
ると，任意の α′ < α に対して，A(s) = u(= A(t)) を満たす s ≥ t が存在して s > α′ を満たす．よって，A = A(t)

の単調増加性により，u = A(s) ≥ A(α′) となる． すると，τu の定義から α′ ≤ τu となり，α ≤ τu = τA(t) が成立す
ることがわかる．一方，(ii)より A(τu) = u = A(t) であることから，α の定義により τu ≤ α でなければならない．
よって，α = τu = τA(t) となる．

(iv): 0 < s, t < ∞ に対して，A(t) > s を仮定すると，τs の定義により，τs ≤ t が成り立つ．τs = t となるなら
ば，(ii)より，s = A(τs) = A(t) が成り立ち，矛盾である．よって τs < t でなければならない．次に，τs < t とする
と，A(s0) > s となる適当な s0 ≥ 0 が存在して s0 < t を満たす．再び A の単調性を使うと，s < A(s0) ≤ t となる．
後半の主張も同様に示せる．

Proof (of 定理 5.8): 一般に，連続な局所 2乗可積分なmartingale M = (Mt)t≥0 の 2次変分過程 〈M〉 = (〈M〉t) は連
続である．よって，上の補題により，τt = inf{u ≥ 0 : 〈M〉u > t} とおくと {τs < t} = {〈M〉t > s} ∈ Mt より，τs は
(各 s に対して) {Mt}-停止時間である．一方，Gt := Mτt とおくと，{〈M〉t ≤ s} = {τs ≥ t} ∈ Mτs = Gs であること
もわかるから，(各 t に対して) 〈M〉t は {Gs}-停止時間であることもわかる．
次に，0 ≤ s1 < s2 <∞ に対して，martingale {M̃t :=Mt∧τs2

, Mt, 0 ≤ t <∞} を考えると，

〈M̃〉t = 〈M〉t∧τs2
≤ 〈M〉τs2 = s2, 0 ≤ t <∞

が成り立つことから，{M̃t} 及び {M̃2
t − 〈M̃〉t} はともに一様可積分であることがわかる．従って，最適停止定理に

よって，Yt :=Mτt に対して，
E
[
Ys2 − Ys1 |Gs1

]
= E

[
M̃τs2

− M̃τs1
|Mτs1

]
= 0
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であり，また

E
[
(Ys2 − Ys1)

2|Gs1

]
= E

[(
M̃τs2

− M̃τs1

)2|Mτs1

]
= E

[
〈M̃〉τs2 − 〈M̃〉τs1 |Mτs1

]
= s2 − s1

が成り立つ．よって， Y = {Ys,Gs, 0 ≤ s <∞} は 2乗可積分なmartingaleであり，2次変分過程は 〈Y 〉s = s を満た
す． よって，定理 5.7によって，Y は 1次元 Brown運動となることが分かった．

5.4 保存性への応用
この節では，Rd 上の対称拡散過程の保存性を，Lyons-Zheng 分解を用いて導出した竹田 [T89] の結果を述べること
を行う．そのために，(E, ρ) を局所コンパクトな可分距離空間とし，m をその上の至る所正である Radon測度とし，
対応する L2(E) := L2(E;m) 上の正則な Dirichlet形式が

E(u, v) =
1

2

∫
E

Γ(u, v)(x)m(dx), u, v ∈ F.

の形で与えられるような E 上の対称拡散過程を考える．また，距離空間 (E, d) は完備であることを仮定しておく．
(E,F) あるいは対応する Hunt過程が保存的であるとは，

Tt1 = 1, m-a.e., ∀ t > 0

が成り立つことをいう．あるいは，Px(ζ = ∞) = 1, m-a.e. が成り立つときをいう．すなわち，いかなる時間も確率
過程が状態空間内にとどまっていることを保存的という．
関数 u が局所的に F に属する (u ∈ Floc と書く)とは，任意の相対コンパクトな開集合 D ⊂ E に対して，uD ∈ F

が存在して G 上 u = uD, m-a.e. を満たすことである．関数 u ∈ Floc には準連続修正 ũ が存在することが知られて
いる．
次に，D ⊂ E を相対コンパクトな開集合に対して，(E,F) の D への部分形式を考え，それを D̄ 上へ拡張するこ

とを考える． そのために，C を (E,F) の芯とする．このとき，

CD̄ :=
{
u ∈ L2(D̄;m) : ∃ ũ ∈ C s.t. u(x) = ũ(x) for all x ∈ D̄

}
とおく． CD̄ は L2(D̄;m) で稠密であることに注意しておく． 実際，L2(D̄;m) の元は D̄ の外では 0 として E 全体
に拡張しておくと，L2(D̄;m) は L2(E;m) の部分空間とみなせて，更には C は L2(E;m) において稠密であるから
である．
各 u, v ∈ CD̄ に対して，

ED̄(u, v) =
1

2

∫
D

Γ(ũ, ṽ)dm

と定義する．このとき，次が成り立つ．

補題 5.8 (ED̄,CD̄) は L2(D̄;m) 上の可閉形式である．このとき，閉包を (ED̄,FD̄) と表せば，(ED̄,FD̄) は再帰的な
Dirichlet形式となる．特に，(ED̄,FD̄) の D への部分形式は (E,F) の D への部分形式 (ED,FD) と一致する：

ED(u, v) = E(u, v) =
1

2

∫
D

Γ(u, v)dm, u, v ∈ FD,

FD =
{
u ∈ F : ũ = 0 q.e. on E \D

}
Proof: (Eref

D ,Fref
D ) を，Chen([C92, CF11])の意味の反射形式とする：

Fref
D =

{
u ∈ L2(D;m) : ∀n ∈ N, u(n) := (−n) ∨ u ∧ n ∈ FD,loc, sup

n∈N

∫
D

Γ(u(n), u(n))dm <∞
}

Eref
D (u, u) = lim

n→∞

1

2

∫
D

Γ(u(n), u(n))dm.
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Chenは，(Eref
D ,Fref

D )が L2(D;m)上のDirichlet形式になることを示した．一方，反射形式の定義から明らかに CD̄ ⊂ Fref
D

及び u ∈ CD̄ に対して ED̄(u, u) = Eref
D (u, u) が成り立つことが分かる．

次に {uℓ} ⊂ CD̄ を (uℓ, uℓ)L2(D̄) → 0 (ℓ→ ∞) を満たす任意の ED̄-Cauchy列とすると，{uℓ} は上に述べたこと
から Eref

D -Cauchyでもある．よって，反射形式は閉であるから，ED̄(uℓ, uℓ) → 0 (ℓ → ∞) が分かる．Markov性は明
らかである．次に，再帰性であるが，D̄ ⊂ G を満たす任意の相対コンパクトな開集合 G を取ると，適当な v ∈ C で
あって，v = 1 on D̄, v = 0 on E \G を満たす v ∈ C が存在する．よって，1D̄ = v on D̄ であることから 1D̄ ∈ CD̄

であることが分かり，さらには強局所性により

ED̄(1D̄, 1D̄) =
1

2

∫
D

Γ(v, v)dm = 0

が成り立つ．部分形式についても (Eref
D ,Fref

D ) の D への部分形式が (ED,FD) と一致することから，(ED̄,FD̄) のそれ
も一致することが分かる．

さて，保存性の条件を述べるために，次の仮定をおく．

Assumption:

適当な φ ∈ Floc ∩ C(E) が存在して，φ(x) > 0, x ∈ E, lim
x→∆

φ(x) = ∞ を満たし，任意の r > 0 に対して，
Bφ

r := {x ∈ E : φ(x) < r} は相対コンパクトな開集合である．

このとき，Mφ(r) := ess sup
x∈Bφ

r

Γ(φ,φ)(x) とおく． M = (Ω, Xt,Px) を (E,F) に対応する対称拡散過程とする．

補題 5.9 任意の r,R > 0 に対して

Pmφ
R

(
sup

0≤t≤T

(
φ(Xt)− φ(X0)

)
≥ r

)
≤ 6m(Bφ

r )ℓ
( 2r

3
√
Mφ(R+ r)T

)
(5.45)

が成り立つ，但し，mφ
R(dx) = 1Bφ

R
(x)m(dx), ℓ(a) = 1√

2π

∫∞
a
e−x2/2dx である．

Proof: (Er,Fr) = (EB̄φ
r ,FB̄φ

r ) を補題 5.8 において構成した D = Bφ
r に対する反射形式とする．さらに，M̄r =

(Ωr, Xt,Pr
x) を (Er,Fr) に対応する B̄φ

r 上の拡散過程とする．一方，(Er,Fr) 及び (E,F) の開集合 Bφ
r への部分形式

は (EBφ
r
,FBφ

r
) と一致することから，M 及び M̄r の Bφ

r への部分過程は (除外集合を除いて)一致する．
このとき，任意の R, r > 0 及び T > 0 に対して，

Pmφ
R

(
sup

0≤t≤T

(
φ(Xt)− φ(X0)

)
≥ r

)
= PR+r

mφ
R

(
sup

0≤t≤T

(
φ(Xt)− φ(X0)

)
≥ r

)
≤ PR+r

mφ
R+r

(
sup

0≤t≤T

(
φ(Xt)− φ(X0)

)
≥ r

)
(5.46)

が成立する．ここで，最初の等号は，M と M̄R+r の開集合 Bφ
R+r における部分過程が共通であることを用いた．後

半の不等号は明らかである．
ここで，再び補題 5.8より，M̄R+r は保存的であることから，φ ∈ FB̄φ

R+r
に注意して Lyon-Zheng decomposition

(I) (5.40)を用いると

φ(Xt)− φ(X0) =
1

2
M

[φ]
t +

1

2

(
M

[φ]
T−t(rT )−M

[φ]
T (rT )

)
, PR+r

mφ
R+r

-a.s.

が成り立つ．すると (5.46)の右辺は補題 5.6より次のように上から評価される：

PR+r
mφ

R+r

(
sup

0≤t≤T
M

[φ]
t ≥ 2

3
r
)
+ PR+r

mφ
R+r

(
sup

0≤t≤T
M

[φ]
t (rT ) ≥

2

3
r
)
+ PR+r

mφ
R+r

(
−M

[φ]
T (rT ) ≥

2

3
r
)

≤ 2PR+r
mφ

R+r

(
sup

0≤t≤T
M

[φ]
t ≥ 2

3
r
)
+ PR+r

mφ
R+r

(
sup

0≤t≤T
−M [φ]

t ≥ 2

3
r
)

(5.47)
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すると，定理 5.8により適当な (完備化された)確率空間 (Ω̃R+r, M̃R+r
t , P̃R+r

x ) 上の 1 次元 Brown運動 B = B(t) が
存在して，M [φ]

t = B
(∫ t

0

Γ(φ,φ)(Xu)du
)
と表現できる．従って，(5.47)の最終項は次で評価される：

3

∫
Bφ

R+r

P̃R+r
x

(
sup

0≤t≤Mφ(R+r)T

B(t) ≥ 2

3
r
)
dmφ

R+r = 6m(Bφ
R+r)ℓ

( 2r

3
√
Mφ(R+ r)T

)
.

注意 5.1 Gaussの誤差関数 ℓ(a) = 1√
2π

∫∞
a
e−x2/2dx は ℓ(a) ≤ e−a2/2

a , a > 0 という評価が成立する. 実際，a > 0

に対して，

ℓ(a) =
1√
2π

∫ ∞

0

e−(x+a)2/2dx =
e−a2/2

√
2π

∫ ∞

0

e−x2/2
:::::: ≤1

· e−axdx ≤ e−a2/2

∫ ∞

0

e−axdx =
e−a2/2

a
.

さて，上の補題を用いて，本節の主題である保存性が成り立つ十分条件を述べる：

定理 5.9 ([T89, Theorem 2.2], [FOT11, Theorem 5.7.3])

Assumption を満たす適当な関数 φ ∈ Floc ∩C(E) が存在するとする．このとき，適当な T > 0 が存在して，任
意の R > 0 に対して，

lim
r→∞

m(Bφ
R+r)ℓ

( 2r

3
√
Mφ(R+ r)T

)
= 0 (5.48)

が成り立つならば，(E,F) に対応する対称拡散過程は保存的である．

Proof: M = (Xt,Px) を (E,F) に対応する対称拡散過程とする．上の補題と定理の条件により，T ′ = 4T/9 とおくと，

Pmφ
R

(
sup

0≤t≤T ′

(
φ(Xt)− φ(X0)

)
= ∞

)
= lim

r→∞
Pmφ

R

(
sup

0≤t≤T ′

(
φ(Xt)− φ(X0)

)
≥ r

)
≤ lim

r→∞
6m(Bφ

R+r)ℓ
( r√

Mφ(R+ r)T

)
= 0

が成り立つことから，

pT ′1(x) = Px

(
T ′ < ζ

)
= Px

(
sup

0≤t≤T ′

(
φ(Xt)− φ(X0)

)
<∞

)
= 1, m-a.e.

となる．ここで ζ は M の life timeである．半群性を使うと，すべての t > 0 に対して pt1 = 1 が成り立つことが分
かる．

例題 2.1 において考えた例を考える：

例題 5.2 A(x) = (aij(x)) を Rd 上の d 次対称行列値関数で，各成分関数 aij(x) は局所可積分な Borel可測函数と
し，以下の条件を満たすものとする：

(i) (対称性) aij(x) = aji(x), x ∈ Rd, i, j = 1, 2, . . . , d.

(ii) (一様楕円性) 適当な δ > 0 が存在して，

δ|ξ|2 ≤
d∑

i,j=1

aij(x)ξiξj , ∀x ∈ Rd, ξ = (ξi, ξ2, . . . , ξd) ∈ Rd. (5.49)

E(u, v) =
1

2

d∑
i,j=1

∫
Rd

aij(x)
∂u(x)

∂xi

∂v(x)

∂xj
dx,
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で定義される L2(Rd; dx) 上の対称二次形式 (E, C∞
0 (Rd)) は例題 2.1で示したように可閉形式となる．(E,F) をその

閉包とする．このとき，適当な正数 k > 0 に対して，
d∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≤ k(2 + |x|)2 log(2 + |x|)|ξ|2, ∀x, ξ = (ξi, ξ2, . . . , ξd) ∈ Rd. (5.50)

が成立するならば，(E,F) あるいは対応する対称拡散過程は保存的である．実際，φ(x) = log(2 + |x|), x ∈ Rd とお
くと，φ はAssumptionを満たし，M [φ]

t の 2 次変分過程

〈M [φ]〉t =
∫ t

0

Γ(φ,φ)(Xu)du =

d∑
i,j=1

∫ t

0

aij(Xu)
∂φ

∂xi
(Xu)

∂φ

∂xj
(Xu)du

は仮定 (5.49)から t→ ∞ のとき発散することが分かる．さらに，定理の条件を確認すると，m(dx) = dx は Lebesgue

測度であり，

Mφ(r) = ess sup
x∈Bφ

r

Γ(φ,φ)(x) = ess sup
x∈{log(2+|x|)≤r}

1

(2 + |x|)2|x|2
d∑

i,j=1

aij(x)xixj

≤ ess sup
x∈{log(2+|x|)≤r}

k log(2 + |x|) ≤ kr.

が成り立つことから，注意 5.1によって T < 1/2kd ならば，

m(Bφ
R+r)ℓ

( r√
Mφ(R+ r)T

)
= m

(
{x ∈ Rd : log(2 + |x|) ≤ R+ r}

)
ℓ
( r√

k(R+ r)T

)
≤ cde

d(R+r)

√
kT (R+ r)

r
e−

r2

2kT (R+r) → 0, as r → ∞

となる．
一方，Davies [D85]によって，aij(x) = (1 + |x|)2

(
log(1 + |x|)

)β
δij , β > 1 のとき，対応する拡散過程は保存的

でないことが知られている．
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